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Exmo. Sr. Prof. Jacomo Stávale 


Saudações. 


Entusiasmado pelo método pedagógico e didático dos 
livros publicados por V. S., venho*hoje dar-lhe os meus 
É l ejusivos parabens por obra tão útil ao ensino no nosso caro: 
Brasil. j 
Sou professor de M atemática do Colégio Salesiano 
Nossa Senhora do Carmo, Belém, Pará. Já conhecedor, 
em Recife, dos livros e método de V. S., e tendo sido trans- 
ferido para êste Colégio como Diretor dos Estudos, sem 
mais adotei os preciosos livros didáticos de Matemática, da 
autoria de V. S. Sirva também a presente como um- pretio . 
de justiça que há muito desejava externar, pelo grande 
auxílio que as obras de V. S. têm trazido às minhas aulas. 
| Aceite, pois, os entusiásticos parabens dêste humilde 
| colega que tem a honra de se professar seu amigo e admi- 
| rador 





(a) PADRE J os CARVALHO DE MENDONÇA 
$ da Congregação Salesiana. 


Encarregado dos Estudos no Colégio Salesiano 
Nossa Senhora do Carmo, Belém - Pará 








Prefácio 


E’ indigno de se chamar homem, 
quem ignora que O lado e a diagonal 
de um quadrado são grandezas in- 
comensuráveis. 

i Platão 


Sem dúvida alguma, a transformação de um poli- 
nômio em um produto ou, como dizemos abreviadamente, 
a jatoração algébrica, é um dos assuntos de maior rele- 
vância em um curso de Álgebra. A fatoração algébrica 
é, para toda a Matemática, o que é a tabuada para o cál- 
culo aritmético. Em Álgebra fazemos, à todo o instante, 
a transformação de uma expressão em outra equivalente; 
raramente operamos com estas mesmas expressões. 

Daí a minha constante preocupação, quer como 
professor, quer como autor, em desenvolver tanto quanto 
possível, embora de um modo elementar, êste magnífico 
instrumento de trabalho que é, para os estudantes de 
Matemática, a transformação de polinômios em produtos. 


Seguindo esta orientação incluí no presente com- 
pêndio, um estudo muito elementar sôbre a divisão de 
um polinômio por outro. Precisava dêste ponto de apôio 
para apresentar, entre os casos simples de fatoração al- 
gébrica, a decomposição em fatores dos binômios a3 + b? 
e a — b3. Com efeito, não me pareceu didático dizer 
apenas aos estudantes que 


a +b = (a+ba: — ab + b2) 
a -b = (a - b(a + ab + b2) 


sem lhes ensinar, as mesmo tempo, O meio mais simples 
e racional para verificar essas identidades. 





E Cabe aos meus colegas, professores de Matemática 
izerem se fiz bem ou mal, pondo neste livro alguma 
na do que o exigido pelo programa oficial; aguardo 
o a com ao a os seus reparos honestos e 
em intencionados sôbre toda a éri | 
inte matéria contids 
compêndio. Kig 


S. Paulo, março de 1943 


Rua Safira, 9 O Avtor 





Prefácio da Terceira Edição 
do 


Terceiro Ano de Matemática 


APENAS um episódio. Antes de narrá-lo, porém, 
é necessário dizer que os meus alunos são obrigados ` 
a trabalhar, em classe, com dois compêndios de Mate- 
mática: o da série que estão cursando, e o da série 
anterior. 

O caso deu-se em junho p. passado. Preparava-me 
eu para explicar aos meus alunos de uma terceira série 
que: multiplicando ou dividindo o índice de um radical 
e o expoente do radicando, por um mesmo número, o valor 
do radical não se altera. 

Fui ao quadro-negro, escreví 

2 
as 
e perguntei à classe qual o significado desta expressão. 
Ninguem respondeu. Então pedí aos alunos que consul- 
tassem o Segundo Ano de Matemática. Cinco mi- 
nutos depois, quasi todos os estudantes levantavam a 
mão, agitados, ansiosos e satisfeitos, prontos para inter- 
pretarem a expressão acima mencionada. 
` E assim pude demonstrar o teorema referido e que, 
naturalmente, toda a classe compreendeu porque a sua 
única dificuldade está na interpretação do expoente fra- 
cionário. É 

E se não tivessem o compêndio? Teriam de recorrer ` 
aos famosos cadernos de apontamentos! Mas, onde encon- 
trálos? Impossível! De há muito teriam desaparecido 
no turbilhão das varreduras domésticas. 


S. Paulo, março de 1936 
O AUTOR 


Rua Safira, 9 
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ÁLGEBRA 


CaPrÍTULO I à 


Números Relativos 


1. Somar números naturais é contar. Quem soma nú- 
meros naturais, conta. Para somar 8 com 5 diremos: 8+1 = 9, 
9+1 = 10, 10+1 = 11, 1 +1= 12, 1241 = 13. Portanto, 
8+5 = 13. E não há outro modo de somar 8 com 5. Quem 
quiser evitar êste trabalho, deve decorar a soma dos números 8 
e 5. Entretanto, pode-se abreviar o processo indicado, recorrendo 
aos dedos; pegando sucessivamente em cada um dos dedos de 
uma das mãos, diremos: nove,. dez, onze, doze e treze. Portanto, 
8+5=13. 

Subtrair números naturais é contar. Quem subtrai nú- 
meros naturais, conta. Para subtrair 5 de 13, diremos 13 -1=12, 
12-1=11, 11-1=10, 10-1=9, 9-1=8. Portanto, 13- 5=8. 
E não há outro modo de subtrair 5 de 13. Quem quiser evitar 
êste trabalho, deve decorar a diferença entre 13 e 8. Entre- 
tanto, pode-se abreviar o processo indicado, recorrendo aos dedos; 
pegando sucessivamente em cada um dos dedos de uma das mãos, 
diremos : doze, onze, dez, nove e oito. Portanto, 13—5 = 8. 

Do exposto resultam as duas conclusões seguintes : 


a) somar é contar para diante. 
b) subtrair é contar para trás. 


2. Somar e subtrair com o auxílio de objetos quais- 
quer. Quem não sabe de cor as tábuas da adição e da sub- 
tração pode, portanto, somar e subtrair com o auxílio dos dedos. 
Mas, nós temos dez dedos de modo que, recorrendo a êles, não 
podemos efetuar operações como estas: -17+15, 23418, 34- 19, 
27-13, etc.. E então? 
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Então é necessário recorrer a outros objetos: palitos, pedras, 
tábuas, árvores, doces, livros, ete.. Ora, é manifesta a dificul- 
dade de somar e subtrair com o auxílio de objetos quaisquer. 


Entretanto, os estudantes que ainda não decoraram as tá- 
buas da adição e da subtração, não devem desanimar. Nós 
vamos oferecer-lhes um gráfico simples e fácil de manejar. 


3. Um gráfico para somar e subtrair. Em uma fôlha de 
papel traçamos uma reta. (gráfico A) (*). Nesta reta escolhemos 
um ponto qualquer O (zero). A partir do ponto zero, e para a 
direita, (poderia ser para a esquerda) tomamos um segmento cujo 
comprimento pode ser qualquer, por exemplo, um centímetro; em 


0 1 2 3 4 5 6 7 o 
+ +++ ++ 
Gráfico A 





continuação a êste segmento tomamos um segundo segmento 
que deverá ser igual ao primeiro; em continuação ao segundo 
segmento, um terceiro segmento que deverá ser igual ao pri- 
meiro, e assim sucessivamente. E estará feito o nosso gráfico. 


Neste gráfico, o número 3 está representado pelo segmento 
que começa no ponto zero e termina no ponto 3; o número 3 não 
é o ponto 3; é o segmento 0]3, isto é, a soma dos segmentos 0|1, 
1/2, 2/3. Anàlogamente, o número 5 não é o ponto 5; é a soma 
dos segmentos 0]1, 1/2, 2]3, 3/4, 4/5; é o segmento 0]5. (Quando 
dizemos, por exemplo, segmento 0]4, estamo-nos referindo ao segmento 
cuja origem é O (zero) e cuja extremidade é 4.) O gráfico À é a represen- 
tação gráfica dos números inteiros, cuja sucessão se extende até 
o infinito, como se costuma dizer; o infinito é representado pelo 
símbolo co. 

Com êste gráfico podemos somar e subtrair. Por exemplo, 
7+5=? Vamos ao gráfico, procuramos o ponto 7, contamos 5 
segmentos para a direita e encontramos o número 12, que é a 
soma pedida. Outro exemplo: 4+11=? Vamos ao gráfico, pro- 
curamos o ponto 4, contamos 11 segmentos para a direita e en- 
contramos 15, que é a soma pedida. 


(*) Convém desenhar êste gráfico no quadro-negro, prolongando a 
numeração dos segmentos até 28 ou 30 ou mais. 
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Quanto é 13-5? Vamos ao gráfico, procuramos o ponto 13, 
contamos 5 segmentos para a esquerda e encontramos 8, que é 
a diferença pedida. Quanto é 17-9? Vamos áo gráfico,procu- 
ramos o ponto 17, contamos 9 segmentos para a esquerda e en- 
contramos 8, que é a diferença pedida. 

Portanto, no gráfico A fica estabelecido que: 

a) somar é contar para a direita. 
b) subtrair é contar para a esquerda. 


4. E possível subtrair 18 de 13? No campo numérico 
do gráfico A, de 13 não podemos subtrair 18. A subtração é a 
operação que tem por fim, dados dois números, tirar do maior 
tantas unidades quantas são as do menor. Logo, a operação 


13-18 é impossível. Vamos ao gráfico A e tentemos subtrair 


18 de 13. Procuramos o ponto 13 e contamos 18 segmentos 
para a esquerda... mas, não é possível, porque à esquerda do 
ponto 13 há sômente 13 segmentos e não 18. 


5. Extensão do campo numérico. Voltemos ao gráfico 
A. A partir do ponto O (zero) e para a esquerda, marquemos mais 
uma porção de segmentos iguais aos que foram marcados para 
a direita. Teremos assim o gráfico B (*). 


Gráfico B 


E, agora, quanto é 13—18? Vamos ao gráfico B, procure- 
mos o ponto 13, contemos 18 segmentos para a esquerda e en- . 
contraremos o número 5. Portanto, 13-18 = 5... 

- Oralll, dirão quasi todos os alunos que estão na classe, ou- 
vindo atentamente o professor. O pasmo é geral. E os alunos 
qué não proferiram aquela exclamação de espanto, olham para 
o professor, atônitos, assim com uns ares de quem diz: O pro- 
fessor está brincando?! 

E êste espanto é justificado porque, no gráfico A ou B, o 
número 5 é representado pelos cinco primeiros segmentos situa- 
dos à direita do ponto zero e não à esquerda. E êsse número é a 
diferença entre 13 e 8, como já aprendemos ($3). 


(*) Reproduzir êste gráfico no quadro-negro, extendendo a numera- 
ção nos dois sentidos, mais ou menos até 20. 
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Mas o professor insiste dizendo que 13-18 =5 e que O 
resto ao qual êle se refere, não é o segmento 015, à direita do ponto 
zero, mas o segmento 0|5 à esquerda do ponto zero. Mas, como 
distinguir êstes dois cincos? 


6. Números positivos € negativos. Para distinguir 08 
dois cincos do gráfico B, estabelecemos a seguinte convenção: 
todos os números situados à direita do ponto O (zero) serão cha- 
mados positivos e serão precedidos pelo sinal + (mais); todos os 
números situados à esquerda do ponto O (zero) serão chmados ne- 
gativos e serão precedidos pelo sinal — (menos). 

Chamam-se números qualificados ou números relativos, 
aos números associados com O sinal + (mais) ou com 0 sinal — 
(menos) 


E o gráfico B ficará modificado como se vê no gráfico © (*). 


ao do 4 8 = 0 +1 . +2 +3 +4 +o 
PEREO | — 








“Gráfico C 


Os números positivos são velhos conhecidos nossos; são 
os números com Os quais travámos conhecimento aos sete anos 
de idade, quando entrámos para a escola primária. Com êles 
trabalhámos durante os quatro anos do curso preliminar, apren- 
dendo as operações que com êles se efetuam e as suas proprie- 
dades. Entretanto, não diziamos então números positivos; di- 
zíamos apenas números naturais, por não termos necessidade de 
distinguí-los dos negativos, que criámos com O gráfico C. 


Estabelecendo a convenção dos sinais indicada, concluímos: 
13-18 =-—5 


Surgem assim os números negativos: menos um, menos dois, 
menos três, menos quatro, menos cinco, ete., e os números naturais, 
os nossos velhos conhecidos da escola primária, para não se con- 
fundirem com êsses recém-chegados chamados números negativos, 
tomam o nome de números positivos e são enunciados: mais um, 
mais dois, mais três, mais quatro, etc.. 


certo mm 


(*) Desenvolver êste gráfico no quadro negro, como os anteriores. 
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Portanto, é necessário não esquecer que 08 números positivos 
são os números naturais. (*) 


7. Os números negativos e os débitos. Os números ne- 
gativos existem? Existem, sim, sendo conhecidos com outros 
nomes. Vejamos. 

Vera, passando pela Casa Sloper, viu uma flor cujo preço 
era 23 cruzeiros. Entrou na loja, abriu a sua bolsa, entregou ao 
empregado os 18 cruzeiros que a sua bolsa continha e retirou-se 


“muito satisfeita com a linda flor que comprara. Como? Ora, 


dirá uma das colegas, Vera ficou devendo 5 cruzeiros, isto é, Vera 
contraiu um débito. Suponhamos que à bolsa de Vera contém 30 
cruzeiros e a flor custa 23 cruzeiros ; 30 cruzeiros — 23 cruzeiros = 
= 7 cruzeiros. E Vera ainda tem 7 cruzeiros. Se a bolsa de Vera 
contém 18 cruzeiros, então 18 cruzeiros— 23 cruzeiros = —5 Cru- 
zeiros. E diremos que Vera ainda tem — 5 cruzeiros (menos 5 
cruzeiros). Quem tem à receber 15 cruzeiros tem + 15 cruzeiros 
(mais 15 cruzeiros); quem. tem a pagar 12 cruzeiros tem — 12 
cruzeiros (menos 12 cruzeiros). Portanto, 08 débitos são números 


negativos, se os créditos forem considerados números positivos. 


8. Os números negativos e as temperaturas. O ter- 
mômetro estava marcando 12 graus, mas chegou do Sul uma 
onda de frio e a temperatura baixou extraordinariamente. O 
Dr. Oscar chama seu filho Carlos e pede-lhe que veja a tempe- 
ratura do dia. E Carlos, que já conhece alguma coisa sôbre nú- 
meros relativos, responde: —5 graus (menos 5 graus). E, ven- 
do seu pai admirado com esta resposta estranha, Carlos explica : 
Pois é, papai, ontem o termômetro estava marcando 12 graus. Mas, 
devido à onda fria, a temperatura baixou 17 graus. Ora, 12-17 = 
=-—5. Portanto, o termômetro está marcando — 5 graus (menos 5 
graus) ou, como se diz vulgarmente, 5 graus abaixo de zero. 
Portanto, as temperaturas abaixo de zero são números negativos, se 


as temperaturas acima de zero forem consideradas números positivos. 


9. Os números negativos e os lucros e os prejuízos. 
No fim de cada ano, as casas comerciais costumam dar um ba- 
lanço para verificar se houve lucro ou prejuízo. O guarda-livros 
E a 


(*) Convém lembrar que, nas considerações que vimos desenvolvendo 
desde o início dêste capítulo, estamos nos referindo sômente aos números 
naturais. 
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da casa verifica cuidadosamente qual foi a receita (dinheiro que 
entrou), € qual a despesa (dinheiro que saiu). 

Se a receita é de 40 000 cruzeiros e a despesa é de 32 000 cru- 
zeiros, há lucro : 40 000 cruzeiros — 32 000 cruzeiros = 8 000 cru- 
zeiros. Se a receita é de 35 000 cruzeiros e a despesa é de 35000 
cruzeiros, não há lucro: 35 000 cruzeiros — 35 000 cruzeiros = 0. 
Se a receita é de 32 000 cruzeiros.e a despesa é de 40 000 cruzeiros, 
há prejuízo : 40 000 cruzeiros — 32 000 cruzeiros = 8000 cruzeiros. 


E diremos que, nestes três casos, os lucros foram +8 000 


“cruzeiros, O cruzeiros, — 8 000 cruzeiros. 


No primeiro caso, o lucro é positivo; no segundo, é nulo ; 
no terceiro, é negativo. Portanto, os prejuízos de uma casa co- 


“mercial são também exemplos de números negativos, se os lucros 


forem considerados números positivos. 


10. Valor absoluto de um número qualificado; módulo. 
Valor absoluto de um número qualificado é o valor que êle tem quando 
se suprime o seu sinal; é o seu valor aritmético. Por exemplo, o 
valor absoluto de + 10 ou —10 é 10; de + 5 ou —5 é 5. 


O valor absoluto de um número relativo é também chamado 
módulo dêste mesmo número. Para indicar o módulo de um nú- 
mero relativo, coloca-se o mesmo entre dois pequenos traços 
verticais. Assim: 


- O valor absoluto ou módulo de +5 é |+-5]. 
> > > > > » —5 é |— 51. 


Convém observar que os números negativos constituem uma 
continuação dos números positivos, abaixo do número zero. Con- 
sideremos a sucessão de números inteiros que se extende inde- 
finidamente: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13,14,...... 00. 
Tomemos agora um número qualquer, por exemplo, 12; vamos 
subtrair dêste número uma unidade, depois outra, depois ou- 
tra, etc.. Teremos: 12, 11, 10,9,8,7,6,5,4,3,2,1,0. E 
não é possível continuar. Mas será possível se considerarmos 
a sucessão dos números relativos: 12, 11, 10, 9, 8, 7, 6,5, 4, 
3, 2, h 6-1, -2-3 db, -6,-7,-8, —9, - 10, - 1l, 
= RD — 00, 

Destas observações resultam verdades importantes. 


eia 
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I. Os números positivos e negativos constituem uma única 
sucessão de números que se estende, que se desenvolve indefi- 
nidamente em dois sentidos opostos. 

II. O número que divide esta sucessão em duas sucessões, à 
dos números positivos e a dos negativos, é o número zero. Zero é 
um número que indica falta de unidades; o indivíduo que tem 20 
cruzeiros a pagar e 20 cruzeiros a receber, liquida suas contas e 
fica com zero cruzeiros; o negociante que gastou 50 000 cruzeiros 
em mercadorias e recebeu 50 000 cruzeiros pelas mesmas, ganhou 
zero cruzeiros. 

III. Assim como 6 é maior que 5, 5 maior que 4, etc., do 
mesmo modo 0 (zero) é maior que — 1, — 1 é maior que — 2, —2 
é maior que —3, etc.. Enfim, zero é maior do que qualquer nú- 
mero negativo e, de dois números negativos, o maior é aquele 
cujo valor absoluto ouù módulo é menor. Por exemplo, —3 é maior 
que — 5, que por sua vez é maior que —7, ete.. 

IV. No gráfico C examinemos os números +8 e —8 (mais 8 e 
menos 8). Ambos estão representados pelo mesmo número de 
segmentos, isto é, por oito segmentos, e êsses segmentos são iguais. 
Portanto, em valor absoluto, êsses dois números são iguais. En- 
tretanto, o número +8 começa no ponto O (zero) e se extende 
para a direita, ao passo que o número —8 começa no ponto 0 
e se estende para a esquerda. As extremidades dos números 
+8 e —8 estão situadas sôbre a mesma reta XY e distam igual- 
mente do ponto 0. Por êste motivo, dá-se aos números +8 e 
— 8 o nome de números simétricos (*). Portanto, dois números 
simétricos são dois números iguais em valor absoluto, mas com 
sinais contrários. Exemplos: +8 e —-8, +11 e — 11, ete.. 

Os números relativos dividem-se em três classes: a dos números 
positivos, a dos números negativos, e uma terceira classe que só com- 
preende um número, o número neutro ou zero. (+) 

Os números +0 e —9 são chamados números nulos. 


11. O sinal + (mais) e o sinal — (menos). Estes dois 
sinais indicam, respectivamente, a adição e a subtração, isto é, 


(*) Dois pontos são simétricos em relação a um ponto dado, quando 
o ponto dado é o meio do segmento que liga os dois primeiros. (8114) 

(**) J. I. Almeida Lisboa, Lições de Álgebra Elementar, Primeiro Vo- 
lume, pág. 22. 
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as duas primeiras operações que se realizam sôbre os números. 
E, além desta função, êles desempenham mais uma, importan- 
tíssima: é a função de qualificar os números, isto é, indicar se 
êles, no gráfico C, devem ser contados de zero para a direita ou 
de zero para a esquerda; indicar se êles são positivos ou negativos. 


12. Adição de números relativog. Para maior clareza, 
e até que os estudantes adquiram a prática dos números rela- 
tivos, escreveremos entre parênteses os números dados com 
seus sinais. Seja a expressão 


(++ DA(4-10) — (— 5) +(— 20) — (+20) 


O sinal que está situado dentro dos parênteses, à esquerda 
de cada número, está qualificando êste mesmo número; o Sl- 
nal mais e o sinal menos que estão ligando as expressões (+5), 
(= 7), (+10), (— 5), ete., estão indicando as operações que que- 
remos realizar sôbre êsses números. 

1.º exemplo: (+8) + (+7). Vamos ao gráfico C, procuremos 
a extremidade do número +8, contemos 7 segmentos para a di- 
reita e acharemos +15. Portanto, (+8) + (+7) = + 15. 

Justifiquemos êste resultado. Somar números positivos ou 
sômar números naturais é a mesma coisa. ($8) Logo, (+8) 
+ (+7) =8+7=15 = + 15. 

2.º exemplo: (— 7) + (+12). Vamos ao gráfico C, procuremos 
a extremidade do número — 7, contemos 12 segmentos para à 
direita e acharemos +5. Portanto, (- 7) + (+12) = + 5. 

Justifiquemos êste resultado. E” bastante lembrar que, so- 
mar um número positivo, isto é um número natural, é contar 
para a direita, no gráfico A. (83) 

3.º exemplo: (— 17) + (+13). Vamos ao gráfico C, procure- 
mos a extremidade do número — 17, contemos 13 segmentos para 
a direita e acharemos — 4. Portanto, (— 17) + (+13) =- 4. 

fiste resultado é fácil de justificar, recorrendo aos dois pro- 
cessos indicados no 2.º exemplo. 

4.º exemplo: (+15) + (-8). Vamos ao gráfico C, procure- 
mos à extremidade do número +15, contemos 8 segmentos para 
a esquerda e acharemos +7. Portanto, (+15) + (-8) = + 7. 
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Justifiquemos êste resultado. Em primeiro lugar, a ordem das 
parcelas não influe no valor da soma. Logo, (+15) + (— 8) 
= (—-8)+(+15). E, de acôrdo com o 2.º exemplo,(— 8) +(+15) 
= +7. Portanto, (+15) + (-8) = +7. 


5.º exemplo: (+3) +(- 10). Vamos ao gráfico C, procuremos 
a extremidade do número +3, contemos 10 segmentos para a 
esquerda e acharemos — 7. Portanto, (+3) + (- 10) =-7. Este 
resultado é fácil de justificar, recorrendo aos dois processos in- 
dicados no 4.º exemplo. 


6.º exemplo: (—-49)+(- 8). Vamos ao gráfico C, procuremos 
à extremidade do número — 4, contemos 8 segmentos para a es- 
querda e acharemos — 12. Portanto, (—4) + (—- 8) =- 12. 

Para justificar êste resultado, diremos que —4 e —8 são, 
respectivamente, dois débitos e, naturalmente, se Décio deve 4 
cruzeiros a Celso e 8 cruzeiros a Fernando, deve 12 cruzeiros 
aos dois. i 


Podemos, pois, estabelecer as seguintes regras: 

I. Para somar dois números relativos com o mesmo 
sinal, somam-se os seus valores absolutos ou módulos e dá-se 
à soma o sinal que os dois números têm. (1.º e 6.º exemplos) 

II. Para somar dois números relativos com sinais con- 
trários, calcula-se a diferença entre os valores absolutos ou 
módulos dos dois números dados, e dá-se ao resultado o 


sinal do número que tem maior valor absoluto. (2.º, 3.º, 4.º. 


e 5.º exemplos) 


13. Valor da soma em relação às parcelas. Quando se 
consideram os números naturais a soma é sempre maior do que 
qualquer uma das parcelas. Já não acontece o mesmo, quando 
se consideram os numeros relativos; no 2.º exemplo do pará- 
grafo anterior, a soma +5 é maior do que a parcela — 7, porém 
não é maior do que a parcela +12. 


Exercício. Calcular a soma seguinte : 
(+8)+(—7)+(+15)+(-13)+(-20)+(2)+(+16)+(-9) 


Em primeiro lugar somamos todos os números positivos, 
depois os negativos e finalmente as duas somas. Teremos : 
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(+8) + (+15) + (+ 2) + (+16) = + 41 
(-7) + (-13)+(-20)+(- 9) = —49 
(+41) + (-49) = — 8 


Exercícios. Série I 


PO 5. (+748)+(-329) = : 
(+512)+(-864) =- 555 L 6. (-732)H(+987) = t +e: 
(-841)+(+637) == 25" 1 T. (-549)+(-785) =- oo 
4 (F3+(+58)+(+93) = 1 8 (-15)+(-8+(-72) = 
9. (+43) +(-87)+(+28)+(+53)+(-387)+(-128)+(-+415) = + 
10. (—34)+(-38)+(-42)+(-59+(+85)+(+1837)+(-203) = 

1 (+17)+(- 18)+(+543)+(-376)-H(-641)+(+84)+(-15) = 

12 (-37)+(-48)+(-57)+(-74)+(+123)+(+235)+(+436) = 

13. (—213)+(+315)+(+518)+(-722)+(-88)+(-75)+(+429) = 
14. (+257)+(-813)+(+569)+(-137)+(-146)+(-158)+(—174) = 
15. (+483)+(-75)+(-84)+(-97)+(-103)+(-125)+(-150) = 


(+234)+(+547) 


Ppr 


il 


14. Subtração de números relativos. 1º exemplo é 
(+15) — (+8). Vamos ao gráfico C, procuremos a extremidade do 
número +15, contemos 8 segmentos para a esquerda e achare- 
mos +7. Portanto, (+15) —(+8) = +7. 

Para justificar êste resultado basta lembrar que os números 
positivos são os números naturais. (88) Logo, (+ 15)-(+38) 
= 15-8 = 7 = +7. 

2.º exemplo: (—4)-— (+15). Vamos ao gráfico Œ, procuremos 
a extremidade do número —4, contemos 15 segmentos para a 
esquerda e acharemos —19. Portanto, — (4) — (+15) = — 19. 

Para justificar êste resultado poderíamos dizer que, de acôr- 
do com o 1.º exemplo, subtrair um número positivo é contar 
para a esquerda. Mas é um resultado que causa  extranheza 
aos estudantes; vamos justificá-lo de um modo muito simples. 


Antônio é um menino que tem débitos e créditos. A sua 
situação financeira é a seguinte: 


metem 


air» api e a 


escreva 


Números Relativos lt 











Débitos Créditos 
Pedro... 3 cruzeiros (— 3) | Artur... 5 cruzeiros (+ 5) 
João.... 4 cruzeiros (— 4) | Raul.... 6 cruzeiros (+ 6) 
Luiz..... 11 cruzeiros (— 11) | José.... 15 cruzeiros (+15) 
Carlos.. 8 cruzeiros (— 8) | Flávio.. 2 cruzeiros (+ 2) 
Décio... 16 cruzeiros (— 16) | Omar.... 10 cruzeiros (+10) 

42 cruzeiros (— 42) 38 cruzeiros (+38) 


| Portanto, se Antônio proceder à liquidação de suas contas, 
ainda ficará devendo 4 cruzeiros. Acontece, porém, que, no dia 
em que Antônio resolve liquidar suas contas, morre José, sem 
deixar herdeiros, nem dinheiro. Logo, é necessário suprimir, eli- 
minar, tirar, subtrair, da coluna dos créditos, a quantia de 15 
cruzeiros. E Antônio, privado dos 15 cruzeiros que José lhe 
devia, fica devendo 19 cruzeiros em lugar de 4 cruzeiros. Da 
sua fortuna líquida de — 4 cruzeiros (— 4) foi preciso tirar, sub- 
trair um crédito de 15 cruzeiros (+15) e então Antônio ficou 


devendo 19 cruzeiros (— 19). E eis por que (— 4) — (+15) = — 19. . ~ 


3.º exemplo: (+3) — (- 5). Vamos ao gráfico C, procuremos 
a extremidade do segmento +3, contemos 5 segmentos para a 
direita e acharemos +8. Portanto, (+3)-(—-5) = +8.- 

Se o resultado obtido no 2.º exemplo causa extranheza aos 
estudantes, êste deixa-os boquiabertos. Como? Pois o minuendo 
sendo 3, o resto pode ser 8?! ` Vamos então justificar êste resul- 
tado, como fizemos em relação ao 2.º exemplo. A situação finan- 
ceira de Luiz é a seguinte: 





Débitos Créditos 








Fábio... 7 cruzeiros (— 7) 
Raul.... 10 cruzeiros (— 10) 
Sílvio... 9 cruzeiros (— 9) 
Décio... 5 cruzeiros (— 5) 


Artur.... 5 cruzeiros (+ 5) 
José.... 8 cruzeiros (+ 8) 
Pedro... 9 cruzeiros (+ 9) 
Carlos .. 12 cruzeiros (+12) 


31 cruzeiros (—31) 34 cruzeiros (+34) 
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Portanto, se Luiz proceder à liquidação de suas contas, ainda 
ficará com 3 cruzeiros. Acontece, porém, que Décio resolve per- 
doar a Luiz os 5 cruzeiros que lhe são devidos. Logo, é necessário 
suprimir, eliminar da coluna dos débitos, a quantia de 5 eru- 
geiros. E é claro que Luiz, ficando livre de seu débito para com 
Décio, ficará com 8 cruzeiros em lugar de 3 cruzeiros. Da sua 
fortuna líquida de 3 cruzeiros foi preciso subtrair um débito de 
5 cruzeiros (— 5), e Luiz ficou com 8 cruzeiros (+8). E eis por que 
(+3)—(—5) = +8. 

4.º exemplo: (- 1) — (- 15). Vamos ao gráfico C, procuremos 
a extremidade do segmento — 7, contemos 15 segmentos para à 
direita e acharemos ` +8. Portanto, (-7)-(-15) = +8. 

5.º exemplo: (- 20) — (- 13). Com O auxílio do gráfico C, 
e procedendo como ficou indicado em relação ao 32 e 4° exem- 
plos, acharemos — 7. Portanto, (— 20) — (— 13) =- 7. 

Em resumo : 

p= 9=+7 1 

(= 4- (+15) = —19 

+)-(- D=+8 i 

Em primeiro lugar observe-se que, No gráfico C, e como foi 
mostrado na justificação do resultado de cada exemplo, 

a) Subtrair um número positivo é contar para à esquerda. 

b) Subtrair um número negativo é contar para a direita. 

Comparando estas conclusões com as conclusões a que che- 
gámos no fim do parágrafo 12, resultam as duas novas conclu- 
sões seguintes : 

a) Subtrair um número positivo é o mesmo que somar um 
número negativo. 

b) Subtrair um número negativo é o mesmo que somar um 
número positivo. 

Podemos, pois, estabelecer a seguinte 


(- 7) -(-15) = +8 
(-20) - (-13) = -7 


Regra. Para subtrair de um número re- 
lativo, outro número também relativo, é bas- 
tante trocar o sinal do segundo e somá-lo ao 
primeiro. 





eco 
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(+15) - (+ 8) = (+15) + (- BD=+7 
(- 4) - (+15) = (- 4)+(-15)= -19 
(+ 3)-(- 5=(+3)+(+5 =+ 8 
(- 7) - (15) =(- 7) +(+15)= + 8 
l (-20) — (—13) = (-20) + (+13) = — 7 
Exercício. Calcular a seguinte expressão : 
eia E a TA - (10) + (—5) + (-8) — (—25) 
á aprendemos que, para subtrair um nú i é 
Ps q o sinal, e depois o a tm 
raí-lo. Tomamos então a expressão dada bsti i 
sinal que indica subtração i Aaa Pg 
) pelo sinal que indica adiçã 
porém, o cuidado d ; f a Fi 
r o pn o sinal dos números relativos que devem 
(+8) - (+7) + (-9) — (ID) + (-5)+ (-8) — (25) = 
(+8) + (1-7) + (-9) + (+10) + (5) + (-8) + (+25) 


E, de acôrdo com o exercício do parágrafo 15 

(+8) + (+10) + (+25) = (+43) 

(7 +(-9) +(- 5)+(- 8) = (-29) 

| (+43) + (— 29) = (+14) 
Portanto, o valor da expressão dada é (+14). 


Exemplos 


Exercícios. Série II 


1. (+37)-(-15)+(-84)+(+28)-(-19)+(+17 
) = 
| x (-37)- (-42)+(-85)+(+43) = (+77) -(-88)+(+55) = 
: (+54)+(-87)-(-86)-(+85)+(-82)-(-75) = 
. (-123)4(—458)-(— 736) +(+528) — (— 898) +(— 1345) = 
5 (+60+H(-89-(+519)+(-817)-(—731)—(— 774) = 


15. A soma de dois números simétricos é 

. ee ° á ES 
Ro no gráfico C, os números +7 e — 7. São Ep 
ap pis (810) A soma de dois números simétricos é zero. 
CID a (+7) +(-7)=0; (+13) + (-13)=0; ete.. 
id Fe que a soma de dois números relativos iguais em 

oluto, sendo um positivo e outro negativo, é nula Calcule- 

mos, por exemplo, a expressão seguinte : i 


(+5) — (+8) + (-10) + (-5) + (+11) + (-8) + (+10) 











14 Elementos de Matemática 
A em onça am nar 


e remeeeeermemam 


Em primeiro lugar é necessário transformar as subtrações em 
adições. Assim procedendo, teremos - 

(+5) + (-8) + (-10) + (-5) + (+11) + (-8) + (+10) 

Nesta expressão, O 1º e o 4º números são simétricos; logo; 
(+D+HC — )=0 03º€e0 7º números são também simétri- 
cos; logo; (— 10) + (+ 10) = 0. Suprimindo êstes quatro nú- 
meros da expressão dada, resulta : 


(-8) + (+11) + (79) = (-5) 


Exercícios. Série HI 
so é trans- 


Para calcular as expressões que se seguem, O primeiro pas 
úmeros 8t- 


tormar as subtrações em adições. Em seguida, suprimem-se 08 n 
métricos. Depois procede-se como ficou indicado no 813. 


1. (ABAS) HD (9+2 8) = 
2 (37) = (-48)+(- 59) +30) = (58) = 
(BOM TDAH CBO À t 
4. (4615) (397) = (- 858) +(- 786) + (615) = 
5. (443) AH 48) = (75) — (+75) +(+512) = i 
16. Simplificação da expressão — (+ 10) ou — (— 10). 
O que significa — (+10)? Significa, simplesmente, que O núme- 
ro +10 deve ser diminuído de um outro número qualquer. Por 
tanto, — (+10) = + (—10) = (— 10). (814) 
Do mesmo modo, —(—10) = + (+10) = (+10) 
17. Expressões. Já vimos em que consiste uma expressão 
Por exemplo, 7+8X5-3X4+ 18+2 é uma expressão; (+8) 
ata) + (- 5)—(—9) é também uma expressão. A primeira 
diferença notável entre as duas espécies de expressões é que à 
primeira é constituída, exclusivamente por números inteiros, 80 


passo que à segunda é constituída por números relativos ou 
qualificados. 

Consideremos à expressão seguinte: 

(+7) + (-8) + (+12) + (-3) + (-5) + (+10) (A) 

Nesta expressão está indicada à adição de seis números 
relativos. Entretanto, esta expressão tem uma forma algum 
tanto complicada, devido ao grande número de parênteses que 


ela contém. Nós vamos dar-lhe uma forma mais simples, supri- 


mindo todos os parênteses € O sinal mais, que está indicando à 





paso 





(x 


Núnicros Relativos l 








adição dos seis números relativos que a constituem. Ássim, à ex 
pressão (A) tomará a forma mais simples que se segue: 
gue : 
+7-8+12-3-5+10 (B) 

E, quando o primeiro número relativo da expressão dada 
or E ag positivo, nós suprimiremos o sinal mats. 

Daqu por diante não fecharemos mais dentro de parênteses 
os números relativos que devem ser somados. Mas é iceensirio 
que os estudantes se lembrem sempre que : 


7-8+9 significa também (+7)+(-8 
—7-3-6+8 significa também o Pts 
5+7+8+9 significa também. (+5)+(+7)+(+8)+(+9) 
—2+3— 5+6 significa também (-2+(+3)+(-5)+(+6) 


; Exercícios. Série IV 
l. Dada a expressão (-7)+(-8)+( 
L 1 — — 10 +12 — 

suprimir todos os parênteses e depois calcular o dos o ATENA E 

2. Idem, para a expressão (+8)+(-5)+(+7)+(- 10). 

3. Idem, para a expressão (—1 1)+(+8)+(-15)+(+20). - 

4. Idem, para a expressão (+8) - (= N+(—10) = (— 15) 

5. Idem, para a expressão (-2)-(-3)-(-4)- (-5)-(-6) 

6 n para a expressão -(+5)+(-8)-(-12)+(+15) l 
- Dada a expressão 7-3+5-6+8-9 i i 
entre AA sendo cada parênteses dE a je E 

os ada a expressão 8$-7-5+6+9+11-13 r ; 

lativo entre parênteses, sendo cada parênteses pc ração rs Go 


q 
5 


18. Multiplicação de números relativ á vi 
| „Multi os. J 
na multiplicação de números inteiros, O Ra o náo 
mero abstrato que indica quantas vêzes o multiplicando deve ser 
tomado como parcela. Nestas condições, 
(+8) X 3 = (+8) + (+8) + (+8) = (+24 
E Ro x3=(-8) +(-8) + (-8) = (24) 
onsideremos agora as expressões (+8) X (-3) e (—8 
E E Desde que 7 multiplicador é um número er no 
nifica que os multiplicando: — i 
e T E s (+8) e (—-8) devem ser subtraidos 
(+8)X(-3)= -(+8)- (+8)- (+8)=(-8)+(-8) ; 
+ 5 -8)+(-8)=(- 24 
( Bx( E jd a q 
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(+8) X (+3) = (+24) Examinando os quatro resulta- 
(-8) X (+3) = (-24) dos ao lado concluímos que: 

(+8) X (-3) = (—24) Regra. O produto de dois números 

(-8) X (-3) = (+24) relativos, com o mesmo sinal, é um 

número positivo; o produto de dois 

números relativos, com sinais contrários, é um número negativo. 


19. Divisão de números relativos. A divisão é a operação 
que tem por fim, dados dois números, determinar um terceiro 
que, multiplicado pelo segundo, reproduza o primeiro. Logo, 

(+24) + (+3) = (+8) porque (+8) X (+3) = (+24) 

(-24) + (+3) = (8) porque (—8) X (+3) = (—24) 

(+24) + (-3) = (—8) porque (—8) X (3) = (+24) 

(-24) + (-3) = (+8) porque (+8) X (3) = (—24) 

Regra. O quociente de dois números relativos, com o mes- 
mo sinal, é um número positivo; O quociente de dois números 
relativos, com sinais contrários, é um número negativo. . 


Ni 


Exercícios. Série Y 
z 1. (-8) X (-5) X (+12) X (-1) X (-20) = ? 
Resp. (+9 600) 


2. (+36) X (-14) X (-63) X (+5) X (-5) X (—45) = ? 
Resp. (+35 721 000) 


3. (3) X (57X (-2) X (Dx Dx (+15) = ? 
Resp. (—3 150) 


4. (5) X (+7) X (-3) X (+4) X (6) X (+10) = ? 
Resp. (— 25 200) 


5. (12 X (+3) X (4) X (-5) X (+1) x (-10) = ? 
Resp. (+1 200) 


6 CX +O + OHOOHO =? 


Resp. (+42) 
BACIA (-3)} + CIA CI? 

Resp. (— 183) 
8. (MACIA PAO =? 

Resp. (— 132) 
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9. (62 +(-58 +(-4% + (-35 + (-298 =? 
Resp. (—- 12) 
10. (— 103 + (— 102 + (— 10)! + (+10 =? 
Resp. (+90) . 


Be fes (dp tento (o aa = (optar 


Resp. (— 6) 
12. (-2} + (-2} —-(-2B+(-2! =? Resp. (+26) - 


; 13. (83? — (-3} + (-3% — (-3) =? Resp. (+360) » 
< 14. (-2D —-(-2P+4(-2) — (-2} + (-2)5 =? 


Resp. (— 62) 
15. (-2} - (-2} - (-2} (mp — (-2}5 - (-2) =? 
16. (+10) + (-3)X(+5)-(+2)(+7) e 
: i = a +) -(—-5(+8 
FINS) =? go (+6) 


17. IDNO + (-8 
+(+2(—3)(— 4) =? ETA a an 
18. (-32 + (-4(-5)-(-2)} + (-1)(-5)\(+10) =? 


l Resp. (+15) 

i 19. (~ 1) -2X(-3X+4)-(- 1%- (==) 
—(—-25 =? ! Resp. (— 53) 
20. (— 8+5) + C3} - (- 3} - (+5) DAI - 2) =? 


Resp. (+38) 

21. (-2)(-3F + (- 2} (+3) - CBDA OMI) = ? 
Resp. (+155) 

22. (= 10} + (BAD) + (2 - D+H- D-3) =? 
Resp. (— 998) 

23. (BASEADO 2P- 3PH- Bt =? 
Resp. (+333) 

24. (—-5U-DA(-DA—- BA —- 42 -(—- DA —-2D—3) =? 
Resp. (+575) 


j 25. (IM DA 3 5) — (— 5AC— 4X — BH — 2)! 41000 =? 


Resp. (— 620) 


20. Números fracionários relativos. A necessidade de 
calcular a diferença entre dois números inteiros a e b, no caso 
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“particular em que a < b, nos levou a uma segunda ampliação 

do campo numérico: a criação dos números negativos. (*) . 
Tudo o que dissemos neste capítulo, em relação aos números 

inteiros se aplica, sem restrições, aos números fracionários com 


os quais podemos operar tal qual como fizemos com os números 


a (3) 
z (o(a) 
s (5lra)-(ts) 


Et) 


Exercícios. Série VI 


« CHCDACDACD+()- 


| 
1 
i 
| 
l 
] 
l 
l 
l 
1 
I 
1 
H 
I 
l 
l 
| 
l 
l 
l 
1 


a (HeD E- 
é GD- R- (e) - 

e D- -C 
TOEORORE 

e (eD 

e CD e A 


(*) A primeira ampliação do campo numérico consiste na criação dos 
números fracionários. 








CaríruLo II 


Expressões Algébricas 


21. Os símbolos algébricos. Os símbolos algébricos são 
os sinais de operação, de relação e de quantidade. 

Comecemos pelos sinais de operação. 

A adição é indicada pelo sinal +; a+b significa que, ao 
número a, é necessário somar o número b. 

A subtração é indicada pelo sinal —; a-b significa que, 
do número a, é necessário subtrair o número b. 


Não esqueçamos que o sinal + e o sinal — raramente indicam a 
adição e a subtração ; a função principal, quasi única, dêstes dois sinais é 


a de qualificar os números; lembremo-nos sempre de que a+b e a-b 


significam, respectivamente, (+a)+(+b) e (+a)+(—b). A diferença a—b 


.é a soma dos números (+a) e (- b). 


A multiplicação é indicada pelo sinal X quando os fatores são 
numéricos, isto é, números. Quando os fatores são literais, isto é, 
letras, a multiplicação é indicada pela ligação destas mesmas letras; 
ab, abc, abcd, significam aXb, aXbXc, aXbXcXd. O mesmo acon- 
tece quando um dos fatores é numérico e os outros, literais : 5a, 7ab, 
8xyz significam, respectivamente, 5Xa, 7XaXb, 8XzXyXz. Em 
lugar de aX3, 5XbXd, cX3xXdX4, escreveremos 3a, 5bd, 12cd. 

A divisão é indicada de três maneiras diferentes: a + b, 
a:b, zI preferem-se as duas últimas. 


A potenciação e a radiciação são indicadas como em Aritmé- 


“tica, e os números que entram nestas duas operações têm os mes- 


mos nomes: base e expoente, radicando e índice. 

Consideremos o produto 5a; é o mesmo que 5Xa ou aX5. 
Quando um produto contém um fator numérico, êste é colocado 
em primeiro lugar, e dá-se-lhe o nome de coeficiente. 

A definição geral do coeficiente, aplicável em qualquer caso, 
é a seguinte: > 


E Aa A ao 






































5 
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Dado um produto constituído de fatores numéri- 
cos e literais, chama-se coeficiente, 0 fator numérico 
dêste produto. (*) 


. Assim, dados os produtos Sxy, te, ab V2, 
3 — 5V2 


E P 2 
coeficientes respectivos são 5, p N 2, Fal 


Soy V2 , seus 
4 





N. B. O coeficiente 1 é sempre omitido. Em lugar de la é bastante - 


escrever a. Lembrando que o expoente 1 é sempre omitido e que o primeiro 
têrmo de uma expressão aritmética, não sendo precedido pelo sinal + ou —, 
é positivo, conclue-se que à forma completa do número q é + lol, 


Os sinais que indicam relações entre duas quantidades a e b 
são diversos. Assim, 


a = b significa que a é igual a b 
a>b j5 „ a é maior que b 
a<b Ee „ a é menor que b 


azxb y „ a é diferente de b 
Ainda existem outros sinais para indicar relações, e que serão 
conhecidos oportunamente. 


Os sinais de quantidade são as letras. Estas representam 
quantidades conhecidas ou desconhecidas. 


22. Expressão algébrica. Expressão algébrica é uma com- 
binação de letras e números, ligados uns aos outros por sinais 
que indicam operações. 


As expressões 
2a — 3b+5c -d 
são expressões algébricas. 


Consideremos a seguinte expressão algébrica : 
5a — 3bc + 4a? — 5 + 3d 


3ab + ay — SEE + Ta 


(*) J. I Almeida Lisboa, obra citada, págs.104 e 105. 
Aroldo Martini Zuccagni, Tratado de Algebra elementar, 1.º volume, 15.º 
edição, 1938, pág. 69. 
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Suponhamos que a=5, b=4, c=2, d=10. Podemos então 
efetuar as operações indicadas nesta expressão. Substituindo as 
letras pelos valores numéricos que lhes foram atribuídos, teremos ; 


5X5-3X4X2+4X5 -5X28+3X10 


Ora, para calcular esta expressão, já sabemos qual a regra à 
seguir ; em primeiro lugar, as operações de terceira espécie, depois 
as de segunda, e por último as de primeira. Isto equivale a dizer 
que, para calcular a expressão algébrica dada, é necessário cal- 
cular em primeiro lugar as expressões parciais, +54, — 3%, +402, 
— 5c e +3d e, em seguida, efetuar as adições e subtrações. 

Cada uma das expressões parciais 5a, — 300, 442, -58 e 3d 
é chamada TÊRMO. 

Têrmo é ima expressão algébrica cujos elementos não estão 
separados pelo sinal mais ou menos. 

A expressão algébrica que tem sômente um têrmo é chamada 
monômio ; com dois têrmos é chamada binômio; com três, trinó- 
mio; em geral, tendo mais de um têrmo, é chamada polinômio. 

Quando, em uma expressão algébrica monômia, não é mais. 
possível efetuar operações ou simplificações, dizemos que êste 
monômio é irredutível; fica então constituído por um fator numé- 
rico e um ou mais fatores literais, dispostos em ordem alfabética. 
O fator numérico é, como já dissemos, o coeficiente do monô- 
mio. (821) 

Valor numérico de um polinômio é o valor que se obtém quando se 
substituem as letras por números e se efjetuam as operações indicadas. 

. Um polinômio tem, em geral, uma infinidade de valores numé- 
ricos porque as letras podem ser substituídas por valores numéricos 
quaisquer. 

Exercícios.. Série VII 


Supondo a=1, b=2, c=3, d=4, e=5, }=6, calcular o valor 
numéricos dos polinômios n.º 1 a 6. 
1. 3a — 5b + 4c - Td + 3e — 8f +3. 
2 a+2b+3c — 4d- 5e- 5f -7 
3. 8a + 7b — 4c — 9d +e- if +5 
4 5a — Tb -+ 8c — 9d — 6 
5. 3a + 5b — Te- 8f-7 
6. 2a + 11b -c — d + 8e — 10f -8 
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Sendo 1=2, y=8, 2=5, 0=4, b=6, calcular o valor numé- Sog Terceiro exemplo: + 3-8=— 5; +3abc —8abe = — Sabe 

rico dos polinômios n.º 7 a 10. Quarto exemplo: — 7-8=—15; — Tab? - 80b = — 15a2b? 
7. Ary + Taz - 5br +a | 9 4aba — 10ab — Txyz Quando os coeficientes são fracionários, é conveniente fazer 
8. Gab — 3ry — 5ryz | 10. Say + 4yz — Saz — 4ab em separado as operações relativas aos mesmos. 


Supondo a=5 $, = d=, calcular o valor nu- 2al - ae + ab 202 — 30d + Tab =? 
mérico dos polinômios n.® 11 a 14. E: E E 
| 94 | a a a a 
11. 5a — 3b + 4e - 3d +F | 13. abc — abd — acd + bed i PN 
5 oi 2 Resposta. A expressão dada é igual a +50) 
12. 3ab — 5bc + 2cd — 10ad ! 14. 3ad-— 5ac+7bd — 2ab -p 120 


N. B. Alguns autores separam o coeficiente fracionário, da parte li- 
Supondo a=2, b=—3, c=4, d= — 5, calcular o valor numé- 


2 5 3 
: : teral, escrevendo + ab, —-2y, + 7 abc, — —mn. 
rico dos polinômios n.º 15 a 25. 3 4 


6 2 





15. 3a — 5b + 7e — 8d. | ú l a o mistos aen ser banidos e r algébrico ; em lugar 
16. —4a + 5b — 3c + 6d = de 3 74h, 25 zy, é mais simples escrever =, -p~ 
17. 4ab — 3be + 2bcd — 6ad. Quando os têrmos semelhantes são numerosos, porém com. 
18. 5a+3b+4c+2d-— ab — ac— ad — bd +15 - coeficientes pequenos, a sua redução pode ser feita oralmente. 
19. 5ab+3ac-+4ad+-2bd +5edA-7be — 16 Consideremos a expressão algébrica seguinte : 
20. abc+2abd+3bed+2ad+3bc+4cd — 10ac+20 + 3ab — 5ab + ab — 8ab + Tab + 6ab — ab 
21. a3+b+c4dê | 24. —a5+4b +52- 24º E constituída por 7 têrmos semelhantes; podemos então 
22. a2 — bt+e- d | 25. —3ab+4ae — 5b?d?+3abed reduzí-la a um único têrmo, dizendo : 

23. 30-5 -4?-3P 1 | +3-5=-2; =241=>1; -1-8=-9; 


-9+7=-2;; -24+6=+; + -1=+3. 


93. Têrmos semelhantes. São os que têm as mesmas letras i aTe 
E a expressão dada se reduz a um único têrmo : +3ab. 


com os mesmos expoentes; os coeficientes e os sinais podem ser iguais 





ou diferentes. T Da rd a Pos À Exercícios. Série VII. 
— Ta 
H aa + ai = al — Sob? Efetuar a redução dos têrmos semelhantes que se seguem : 
PR sea PR RA —————— > 2 2 
Fiz + Va? —babe —150b A +% + Š s “e - Ei 9% - 2 + 5 
. | 
Dois têrmos semelhantes podem ser reduzidos a um só, como | Sab ; abe i xy 2x; 
está indicado nos quatro exemplos acima. E” bastante operar com jãtod--Do-t 6. — Tabe + 5 (10. + a - = 
os coeficientes, aplicando as regras relativas aos números rela- : i j i 
tivos. , a todo abe 1 q gabt ae E ne 
. . é É 1 [4 
Primeiro exemplo: + 5+8=+13; + 50 +84? =+1342 9 10 H 3 ! 8 5 
å aha . Ja o K 2 2 
Segundo exemplo: +12-5=+ 7; +12x 5r + Tæ P pan T pa d ea mm me pie 
! ! 
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ponosnu era eee moema 





3xy , 6ay l p Tæ 9a 
13. -+a + ! E E 
. 1 
Bzy 2ry 1 3abc 7 abc 
14. Ed =o ! 16. — abc + 7 — 4abe + 10 
3a?b Qab | Tab Sab 
Sh é não Sh o Es DS (o Ain 2 
17. + ab 5 + 5a?b 8 F 10 12 a?b 
24. Ordenar um polinômio. Consideremos o polinômio 
a — 5a! + 6a — 8S+90º — 342 — as + 8at (A) 


fiste polinômio é constituído por oito têrmos que não per- 
mitem nenhuma simplificação ou redução ; entretanto, êle pode 
ser ordenado, isto é, escrito do seguinte modo : 
L kal + 9a — ač + 8af + aè — 32 + 6a- 8 (B) 
Um polinômio é a soma algébrica de todos os seus têrmos. 
E, desde que a ordem das parcelas não influe no valor da soma, 
conclue-se que os polinômios A e B são iguais. Entretanto, há 


uma diferença notável entre ambos; no segundo, os expoentes. 


da letra a se apresentam em ordem decrescente. 

Ordenar um polinômio é escrever todos os seus têrmos em uma 
ordem tal que os expoentes de uma mesma letra se apresentem em 
ordem crescente ou decrescente. 

A letra escolhida para ordenar oO polinômio é chamada letra 
ordenatriz. 


95. Classificação das expressões algébricas. (*) Uma ex- 
pressão algébrica pode ser racional ou irracional. 

Uma expressão algébrica é racional quando não contém ne- 
nhuma letra submetida a radical; é irracional quando contém letras 
sob radical. Consideremos as expressões algébricas seguintes: 

3a2b + Tab? — be e Sab — 7aNb 

A primeira é racional e a segunda é irracional. 5 

Uma expressão algébrica com expoentes fracionários é irra- 
cional. Com efeito, 4 

3a — 5b + 7c? =30-5D+ TN (840) 
(*) Damos desde já esta classificação das expressões algébricas em 


obediência ao programa ; entretanto, parece-nos preferível que tal assunto 
seja dado depois do $41 dêste compêndio. 


DREA 


polinômios racionais 
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ai me rem me me eme 





3 
Entretanto, a expressão algébrica ........ 5x—4 N ab? 
é racional. Na verdade, ela contém letras sob radical; mas, con- 


3 
siderando que Va? = ab? (834), resulta que: 
3 


5g — 4 Va? = 5r — 40%b? 

Observação. O polinômio öm — aql 2 é racional porque um 
polinômio é irracional quando contém letras sob radical. | 

Uma expressão algébrica e racional pode ser inteira ou = 
fracionária. 

E date and ae ? 

E inteira quando seus expoentes são números inteiros e post- 
tivos; quando não tem letras em denominador ou, se as tem, seus 
expoentes são números inteiros e negativos. ($39) Portanto, os 


(1) 313 + 4ry 


(2) 5a?b — Tab? + - 
a” 6) 5 7a2b ‘ba j 
; a`? paes c3 


5a3 + 72ab — Gac 
são polinômios inteiros. 

Observação. O polinômio (2) é inteiro porque não tem letras 
em denominador; a natureza dos coeficientes numéricos não 
influe na classificação. 


Uma expressão algébrica e racional é fracionária, quando 
tem expoentes inteiros e negativos; (839) quando tem letras em 
denominador, com expoentes inteiros e positivos. Portanto, OS 
polinômios racionais 





3ab 5a? 5g 3a? 
o z 77 © Ior 
5ab-3 | 302b . 5a 3b 

atos e Tga, O 


são polinômios fracionários. 


Um polinômio pode ser inteiro em relação a uma letra, e 
fracionário em relação a uma outra. Por exemplo, o polinômio 


3a 5b 31 


c 7 5y 
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6 fracionário de um modo geral; é inteiro em relação às letras 
a, b, z; é fracionário em relação às letras c e y. 


Observação. São as expressões algébricas racionais que 
podem ser inteiras ou fracionárias. Uma expressão irracional não 
é, de um modo geral, nem inteira, nem fracionária. í 

Entretanto, pode ser inteira ou fracionária em relação a uma 
ou algumas das letras que nela figuram. f À l , 

Já aprendemos (§24) a ordenar um polinômio racional e in- 
teiro. Um polinômio pode ser completo ou incompleto. E com- 
pleto quando contém todas as potências da letra ordenatriz, desde 
a mais alta até a mais baixa, isto é, até a potência zero. (838) Por 
exemplo, o polinômio 

bas — Taób + 4atb? — 3a3b3 + 3a?bt — Gabs + bê 
que também se pode escrever E 

5ab? — 7a5b! + 404b? — 3a3b3 + 3a?bt — 6Gatbë + ab 
é completo em relação à letra a porque, a partir de as, êle contém 
todas as potências de a, inferiores à sexta potência, inclusive a 
potência zero, isto-é, ař, af, a, @?, al e a?. O polinômio dado é 
também completo em relação à letra b, pelas mesmas razões. 

~ Entretanto, os polinômios 
bat — Tab + 4ab3 + 5b! e 5a? — 7a2b 

são incompletos, porque o primeiro não contém a segunda po- 
tência de a, e o segundo não contém a primeira potência e a po- 
tência zero de a. 


Rega 


Carpírure [II 


oe 
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26. Adição algébrica. Consideremos a expressão algebrica 
seguinte: 
(3a-+b) + (— 5a-+7b) + (8a -6b) + (-a-8b) +(-3a-b) (A) 
Nesta expressão está indicada a adição de cinco binômios. 
O sinal + que liga os cinco binômios indica a adição; no binômio 
3a-+b, o têrmo 3a é positivo; no binômio 89 — 6b, o têrmo 8a é 
também positivo. Isto pôsto, eliminando os parênteses (E.M.P.V. 
$84), resulta: 
3a +b — 5a + 7b + 8a — 6b — a — 8b - 3a — b 
Reduzindo os têrmos semelhantes, teremos 2a — 7b. 
E é nisto que consiste a adição dos polinômios. 
Regra. Para ejetuar uma adição algíbrica, escrevem-se os 
polinômios dados, uns em continuação aos outros, cada têrmo 
com o seu sinal, e reduzem-se os têrmos semelhantes. 


; | Exemplos 
1. (Gatb)+(- 30 +20) +(3b+5) +(— 5c+3a) = . 
datb-3a+2c+3b+5-5c+3%a = dat4d-3c+5 - 
2. (30-2b-+5c-6d)4(-4a+2b-5c—Td-+e) = 
3a —2b+5c -6d — 4a +2b-— 5c—-7d+e = — a-13d-+e 
Vamos calcular o valor numérico da expressão (A), fazendo 
a=1 e b=2. Teremos: 
(3 X1+2)+(-5X1+7X2)+(8X1-6X2+(-1-8X2)+(-3X1-2) = 
B3 +2)+(-5+14)+(8-12)+(-1-16)+(-3-2) zs 
5+9-4-17-5 = 14-26 = -12 
Calculando o valor numérico da soma, 2a 7b, teremos: 
2a — b=2X1-7X2=2-14=-12 
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Portanto, o valor numérico da soma é igual à soma dos va- 
lores numéricos das parcelas, contanto que as mesmas letras se- 
“jam substituídas pelos mesmos números, na soma e nas parcelas. 

A adição algébrica é a operação que tem por fim, dados dois 
ou mais polinômios chamados parcelas, formar um polinômio 
chamado soma, cujo valor numérico seja sempre igual à soma dos 
valores numéricos das parcelas, contanto que as mesmas letras sejam 
substituídas pelos mesmos números (ou valores), aliás quaisquer, 
na soma e nas parcelas. 

As vêzes, quando os polinômios: são muitos, é conveniente 
dar à adição algébrica uma disposição semelhante à da adição 
aritmética. 

(5a? — 7a?b+8ab? — b3+5) + (8a%b — 5ab?- 9) +(7 — 8b? — 9a?) + 

(+6b3+4— ab? +a?b — 40º) + (6a? — 11ab? — 3b? — 1) +(4a2b ++4b3 +10) = 

+ 50º — Tab + Sab? - +5 Escrevem-se os 


I 
I 

+ 8a?b — Sab? — 9 1 polinômios parce- 

— 9a — 88 + 7 1 las uns por baixo 

-= 4a + ab- a+6 + 4 1 dosoutros, de mo- 

“+ 6a? — 1lab? — 3b8 — 1 i do que os têrmos 

+ 4a?b + 4b8 + 10 | semelhantes se 
= ee eai 

Soma =— 20º + 6a?b — Gab? — 2b + 16 1 o 


1 em seguida, faz-se 
a redução dos têrmos semelhantes. Esta disposição não é neces- 
sária, mas é conveniente para evitar enganos. 

Exercícios. Calcular o valor numérico de cada um dêstes seis poli- 
nômios e do polinômio soma, fazendo a=1 e b=2, e verificar mais uma vez 
que o valor numérico do polinômio soma é igual à soma dos valores numéricos 
dos polinômios parcelas. 

Exercícios. Série IX 

N.B. É conveniente dar à adição algébrica uma disposição semelhante 
à da aritmética. 

1. (3a-5b + 7c) + (60b— Ta + 10c) + (— 9a + 11b — 200) + (c—-b—a) = 

2. (4a?— 5b? + Tc? — 8) + (15— 6c? + 9b? — 3a?) + (8a? + c2—-9) + 

+ (7b2— 15c? + 11) + (8a? — 12b? + 12) + (a? + b? + 2) + (- 20) = 

3. (a? +b) + (a +b?) + (3a2—5b?) + (5a—7b) + (4a? —9a +5) + 

+ (8b2— 11b- 6) + (— 3a? + 6b? — 7a- 8b- 15) = 
4. (ab + ac) + (ab + be) + (3ab — 3ac — 5bc) + (— 5ab — 5ac) + (— ab 
—2bc) + (—3ab + 5be— Tac—8) = 


PUPPER TE: 


DPE 








5. (2a—3b.+ 5y-8) + (—3a +3b +22 +7 -2 — 3x — 4y — 5b — 
6a) + (5a — 6x + 8b- 11y + 20) = PM e 
6. (7aº—-5a%b + Sab? -9bº + 10) + (— 6a? + 6a — 9ab? 
5 k + 1058 — 10 
+ (553 — 8ab? + 7a? — 100º) + (— 6a? — 8a?b + 9ab? — 6b3 + 1) “ ii 
27. Subtração algébrica. Consider ã 
À è s em n ad 
ER aike ad os a expressão algé 
(Sa — 5b + 7e) — (2a — 7b + 8c + 7) (B) 
Esta expressão significa que, do polinômio 3a — 5b + 7c é 
necessário subtrair o polinômio 2a —7b + 8c +7. O sinal — que 
liga os dois polinômios está indicando a subtração que se deve 
efetuar; o primeiro têrmo de cada polinômio é positivo. 
Isto pôsto, e eliminando os parênteses (E.M.P.V.$ 84), resulta; 
3a — 5b +T7c-2a+7b-8Sc—-7 
Reduzindo os têrmos semelhantes, teremos: at2b- c- 7 
Eé leje que consiste a subtração algébrica. 
egra. Para efetuar uma subiração algébri 
{í i gébrica, escreve-se 
subiraendo depois do minuendo, tendo, porém, o “enidado de 


trocar os sinais dos têrmos do subtraendo; em seguida, re- 
duzem-se os têrmos semelhantes. i 


Ezemplos 

1. (S0+3b-c)-(2a+5b-30)=5a+3b-c-20a-5b+30c= 
= 3a- 2b+2c 

PA (-72+4y-a)-(-82+5y-b)=-72+4y-a+8z-by+b= 
=2z-y-a+b 


Calculemos o valor éri ; z 
Topa d Ar rico da exprėssão B, fazendo a=1, 
(3X1-5X2+7X3) — (2X1-7x2+8 
4 X3+7) = 
(3-10+21) — (2-14+24+7)= - 
14-19 =-5 


Calculando o valor numérico do resto a+2b— c—7 teremos: 


aa 2b—c-7 =1 +2X2-3-7=1+4-3-7= -5 
ortanto, o valor numérico do resto é i i 
i í igual à diferença ent 
os valores numéricos do minuendo e do subtraendo, Ao 
que as mesmas letras sejam substituídas pelos mesmos números 
nos três polinômios. , 
A subtração algébrica é a operaçã : 
| operação que tem por fim, dados doi 
polinômios chamados, respeciwwamente, minuendo e Saba da, 
À 
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formar um lerceiro polinômio chamado resto, cujo valor numé- 
rico seja sempre igual à diferença entre os valores numéricos dos 
dois polinômios dados, contanto que as mesmas letras sejam substi- 
tuídas pelos mesmos números (ou valores), aliás quaisquer, nos três 
polinômios. g 
Exercícios. Série X 
1. (3a-5b+7c-2d+9) — (5a- 11b+8c+3d+10) = 
2 (5a!-8b249cº — 10d2-+-5e) — (— 742 +9b? — 10d? +8) = 
3. (a+b-+e+d-+e+)) —-(-a-b-c-d-e-f) = 
4. (Sab-3ac+9ad — 5af) — (bab— Tac+llad — 8af) = 
5. (Jax-9ay+llaz—7) — (5ab — 9ac+8ad — 8) = 
6. (5a-5b+6c-7d+8) — (5m+5n+6r — Ts +8) 
7. (8a3-7a?+9a-5) — (=7+lla —- 8a?-+5a3) = 
B. (2a-3b+5c-6d+7e— 10) — (15+8e— 10d+9c— 7b-+a) = 
9. (-1la- 12b-130- 14d — 15e) - (— 14a — 15b — 16c— 17d — 20e) = 
10. (-3abc+7abd-—8abe+15) — (— Tabe+10abd — Sabe +20) = 
1. -(3a-5b)+(-7c-2a) — (6a+b-c) — (-3c+a+10b) = 
12. —-(Qa-Bb+0)+(5a — 6b +70) — (a — b-co)+2a—-2b+30) = 
13. (249) - (2248) +G2—D) — (-8+39)-(2-4-10) = 
14. 3a- [5a-(7b+30)+10b] - [—(a-59+70 ] = 


N. B. Em primeiro lugar eliminam-se 08 parênteses; depois reduzem-se 
oa têrmos semelhantes entre os colchetes; por último eliminam-se os colchetes. 


15. -5a+ [(2a-b) - (8b+50)] - [9e-(40-3b+20) - (-10a)] = 

16. z- [32- [22-(5+72-a)+30 ] - (20-8) } = 

N. B. Procede-se como no exercicio 14, eliminando as chaves em 
ultimo lugar. - 

1T. (5a-3b)- [b-(60-+8)] - t[7a-6+=0)+5] - (80-3)) = 

18. Sendo A=a-tb-+c, B=c-a+b, C=c-b+a, D=c-a-», calcular 
A-B+C-D, (A+B)-(C+D), (A-B)-(C-D). 

28. Potência de um número. Já vimos em que consiste 
uma potência qualquer de um número. (E.M.P.V.$86) 

Aprendemos também os principais teoremas relativos à po- 
tenciação, entre os quais devemos lembrar o primeiro, a saber : 

O produto de duas potências com a mesma base, e com expoen- 
tes iguais ou diferentes, é uma potência cuja base é a mesma das 
duas potências dadas, e cujo expoente é a soma dos expoentes das 


“duas bases dadas. Abreviadamente diremos : 


RR 
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Para multiplicar duas potências com a mesma base 
é bastante somar os expoentes. (E.M.S.V. 843) : 
Por exemplo, 25 X 23 = 28, E, de um modo geral, 
| a” x a’ = artn 
Este teorema se estende facilmente ao caso de três ou mais 
potências. Por exemplo : 
a? X aè X at = a X at = a? 
T3 X 14X x5 X xô = q}? X q8 = ql8 
E assim por diante. 
Podemos pois estabelecer de um modo geral que : 





a” X a”Xa?Xal X 


29. Multiplicação de monômios. 
exemplos. 


I. 4a X 5b. i ê z à 
Já sabemos que 4a significa 4Xa e 5b, 5Xb (821). Portanto 
4a X 5b = (4Xa) X (5Xb) ` i 


Examinemos alguns 


Em virtude da lei associativa da multipli 
tipl y 
- $72, III), podemos escrever : EUP AEARO (E.M.P. . 


4a X 5b=4XaX5Xb 
Lembrando a lei comutativa da multiplicação (E.M.P.V 


` §72, I), -teremos : 


4a X 5b=4X5XaxXb. ` 
Voltando à lei associativa da multiplicação 
4a X 5b = 20 X ab 
E, finalmente, (§24) 


4a X 5b = 20ab 
II. 4e X3c=4XcX3Xc 
- =4X3XcXc 
= 12xXc 
= 120 (*) 


(*) Deixamos a er 
deito. os estudantes o prazer de justificarem estas transfor- 


Y. 





EO e S a 








EEE 
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WUL O 42X52 =4Xa2 X5 XV 
| =4X5Xalxb? 
= 20X a2 X b? 
= 2002b2 (*) 
IV. 3a2b X Babe =3Xa2XDX5XaXb Xe 
=8X5XaxXaxXxbxbl Xe 


15Xa xb Xc 
15a3b%c (*) 


Examinando os quatro resultados concluímos que : 


Regra. Para multiplicar dois monômios quaisquer, multipli- 
cam-se os coeficientes e, à direita dêste produto, escrevem-se as letras 
que eniram nos dois monômios, dando a cada letra no produto, um 
expoente igual à soma dos expoentes desia mesma letra em «cada 
fator. Sendo os coeficientes números relativos, é necessário atender 
à regra dos sinais. (§18) 

Exemplos 
1. 5a? X 6a? ='3048 I 4. TabX(—4a) = — 28a?b 
2. (—7zr?y)(-—5zry?) = 35r*y? 5. (—a"b) X 3ab? = — 3a? 
3. (—5a'b?) X 3ab? = — 150º! 6. (—8ab)(-—1) = 8ab 


Exercícios. Série XI 


2 2 
Sob y gapi x EE x Rm 


i 


e n a com 





5a?c . 3abc x 5abs — able? 
8 4 6 5 


3. 42y X (O) E 


«(o - 


» No primeiro exercício, fazendo a=2 e b=1, calcular o valor numé- 
rico de cada monômio fator e do produto e verificar que o valor numérico 
do produto é igual ao produto dos valores numéricos dos fatores. 

6. Mesmo exercício em relação ao n.º 2, fazendo a=1, b=2 e c=3. 
7. Mesmo exercício em relação ao n.º 3, fazendo z=2 e y=l1. 
8. Mesmo exercício em relação ao n.º 4, fazendo b=3 e m=2. 











30. Multiplicação de um polinômio por um monômio. 
Já aprendemos a propriedade distributiva da multiplicação. 
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(E.M.P.V.$72, IV) Ela nos ensina que, para multiplicar uma 
soma por um número, multiplica-se cada uma das parcelas por 
êste número e, em seguida, somam-se os produtos parciais obtidos. 
| Por exemplo, 

(7+4+5)X3=7X3+4X3+5xXx3 


Podemos, pois, escrever de um modo geral que : 
E (a+b+e++..... )X m = am + bm + cem +... 


E resulta assim a seguinte 


Regra. Para multiplicar um polinômio por um monômio, 
multiplica-se cada têrmo do polinômio pelo monômio e somam-se 
os produtos parciais. j 


Exemplos 
l. (3a2 — 5ab+b2)7ab = 21a3b — 35a2b2-++7ab? e 
2. (— 522 47xy — 9y?)( — 4ry) = 20x3y — 2872y2+36xyº 
3. (7ab— 5bc+8d)(— 1) = —7ab+58be— 8d 


4 - ( — ba — 812 +9x)(— 2) = 102341612 — 18x 
Exercícios. Série XII 
1. (20-35 + 4c-5d) X 5r = 
o Fazendo a=1, b=2, c=3, d=4 e 7=5, verificar no exercício an- 
terior que o valor numérico do produto é igual ao produto dos valores numé- 
ricos dos dois fatores. 


3. (a3-a2ta-5(— 5ab) = 
4. (5a2-7b+8c=d)X4ab = 
5 (7a?— 5a?b+8ab? — 9b)(— 2ab) = 
(ac — 3ad +4ae — 5af) X8adef = 
(-8)(z3—-1?+z-— 5) = 

8. (-—3ab)(a'-— 5a?%b-+7ab?-— 8b?) = 

3 2 2 3 

9. IT Soba m (= 120%) = 
10. (—-Df(at-atta?-alta-D(-D = 
1. 7(4a—b) +5(30-2b) - 4(5a-b) - 6(a— 3b) = i 
12. (5ał—7ab+8b?)(—ab) — (6a? — 3ab+5b?)( — 2ab) = | 
13. (5a-7b+3c+2)X-1)+(a-2b-3c-4d)(—2)-(—-a+b+c+4)X-3)= | 
14. 3a(2b-5c) + 5b(30 — 40) — (4a — 3b) 6c = | 

Solução. (Gab -— 15ac) 4+(15ab — 20bc) — (24ac — 18bc) = 

Gab — 15ac+-15ab — 20bc — 24ac +18bc =21ab — 39ac — 2bc 
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15. a(3b-4c-+8d) — 2a(6d — 7c+3b) — 3a( —4b -d +6c) = 
16. 5ab-7b(3a-20) + 4c(8b +20) — 5al - 6b —- c— 7) = 
17. —2a(5b- z) — 3a(5c—4) + 4b( —3a - 2) + (—- 2az +llac— la) = 


“31. Multiplicação de dois polinômios. Consideremos o 
seguinte exemplo: (id (dei) 


Considerando como efetuadas as operações indicadas dentro 
“dos primeiros parênteses (E.M.P.V.$83) teremos : 


(a+b-+e) (m+n) = (a+b+c)m + (a+b-+on 
(am+bm+cem) + (an+bn+en) (830) 
am + bm + cm + an + bn + en 


Polni pois, estabelecer a seguinte 


Regra. Para multiplicar dois polinômios, multiplica-se cada l 


têrmo do primeiro por cada têrmo do segundo e somam-se os pro- 
dutos parciais. 

Observação. De acôrdo com esta regra, se multiplicarmos um 
polinômio com m têrmos por um outro com n têrmos, o produto. 
terá m + n têrmos. Entretanto, o número de têrmos do produto 
é geralmente inferior a m + n, sendo no mínimo igual a dois. (8 46) 


Exemplos Escrevemise os dois polinô- 


i 
1. (02-2ab-+b?) (a—b) = | mios como está indicado ao lado. 
—2ab-+b? | Multiplica-se cada têrmo do mul- 
asb ! tiplicando pelo primeiro têrmo do 
Bb ab? ! multiplicador, isto é, efetuam-se os 
PhD ı produtos a2Xa, (-2ab) Xa eb xa ; 
DO ébt2ab -o i depois multiplica-se cada têrmo do 
a? — 302b+3ab? — b? 1 multiplicando pelo segundo têr- 


mo do multiplicador, isto é, efetuam-se os produtos a?X(— b), 
(-2ab) (—b) e b X (—D). Finalmente, somam-se os produtos 
parciais a —2a°b + ab? e — E + 2ab? — b? 
2. e —-a+a-5)a2+a-3) = | No segundo exemplo temos 

adab t três produtos parciais resultan- 
A +a-3 * tes das três multiplicações se- 
aa dao | SMnA: 

+at- a+ a2-5a i (a — a? +a — 5a? 

— 3a3 +302 — 3a +15 | (a -a° +a — 5)a 

að -343- q2-B8a-+15 51 (aœ —-a2-+a-— 5(—3) 


| 
| 
| 
| 
| 
| 








ae + 202º +2542 — 152-+10 
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3. (a8 +a2b+ab?-+b)(a-— b) = 








I 

i 
! multiplicando tem 4 têrmos e 

3 2 2 3 

a b+ab?+b ! o multiplicador tem 2, o pro- 
5 3 q I duto deveria ter 8; entretanto 
E + | há no 3.º exemplo numerosos 
— a?o — a40 — a0? — !- têrmos simétricos, e o produto 

as — bt 

[j 


isto é, ao binômio at- bt. 


4. (522 +2-3r+4r3)(— 20454342) = 
423+ 5r?— 3z + 2 
312- 2r + 5 | 
120º-+151t— 91034 642 
— 8xt— 10734 642— 44 


ee im e e bt tt tus les us e o o tm 


PRERESI Dn e mios que se vão mul- 
125+ Tat+  at+374?— 19210 4 tiplicar são incomple- 
tos, ($25) convém dispor os produtos parciais de um modo espe- 
cial, para facilitar a redução dos têrmos semelhantes. E’ prefe- 
Aval tomar como multiplicando, o polinômio qua tem maior nú- 


. mero de têrmos. 


5. (15203 0at- 93422-247) = 
-2 +22 -r +47 
x5- tar -6 
-a +a? — r54 zt Tas : 
od gd e- te 
— 6xt + 621º — 6r? + 6r —42 ` 


qº— g? +72º — 6a! — 72? + 13x —42 
6. (22! — 3 +z —- Dx + 2) = 
2rt —- 3 +r —1 
zt +2 
25-3 +err 
+ 4rt — 6r? +2r-2 


225 + 4-6 ++ ga 


No terceiro exemplo, se o 


se reduz a dois têrmos apenas, . 


No quarto exemplo, 
os dois polinômios es- 
tão ordenados segundo. 
as potências decrescen- 
tes da letra x. (824) 

Quando os polinô- 
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T. (x4 - 32 + 27 + 1x8 — 2x — 2) 
zt — 322 +27 +1 


q -2z -2 ' 
q” — 87º + 27! + 43 

— 245 + 6r? — 4x? — 2x | 

— 224 + 6r? — 47 -2 | 

e — 5r 7 +? —6r-2 | 


8. (a2 + +e -— ab — be — ac)a +b +c) = ; 





a — ab -ac +82 -be +e 
a +b +c 
a — ab — aZe + ab? — abe + ac? 
+ ab — ab? — abc + b3 — bc + be 
. +a? — abc — ac? + bc — be + e 
as — 3abc + bs + ce 
Observação. Neste exemplo ordena-se o multiplicando de acôrdo com 


as potências decrescentes de a; em seguida, ordenam-se os têrmos restantes 
de acôrdo com as potências decrescentes de b. 

Voltemos ao primeiro exemplo. Se fizermos a=3 e b=1, nos 
polinômios fatores e no polinômio produto, verificaremos que o 
valor numérico do produto é igual ao produto dos valores numé- 
ricos dos fatores. O mesmo acontecerá no segundo exemplo, se 
fizermos a=10, e no terceiro, fazendo a=5 e b=2. (Os estudantes 
devem fazer estas verificações.) Podemos, pois, estabelecer que : 

A multiplicação algébrica é a operação que tem por fim, dados 
dois polinômios chamados respectivamente multiplicando e mul- 
tiplicador, formar um terceiro polinômio chamado produto, 
cujo valor numérico seja sempre igual ao produto dos valores numé- 
ricos dos dois fatores, contanto que as mesmas letras sejam substi- | 
tuídas pelos mesmos números, (ou valores) aliás quaisquer, nos três | 
polinômios. 
l Exercícios. Série XIII 
1. (at—3a3+7a?-— 5a+8)(a2 —4a+5) = 
2. (at — 4a3b-+6a2b? — 4ab? +b4)(a? — 2ab +b?) = 
3. (3-20y ty) a? +ry +) = 
4. (5a2b-+7ab+8b)(7a3b+6a?b — Sab — 8b) = 
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5. (5a-—6a?+10+4a3)(5a? +a? — 5a +7) = 
6. (at+a3+a?+a+1)la-1) = 
7. (1t+2038442724+87+416)(x — 2) = 
28 a@ 2a 3 3a 1 
El a MO tar 
9. (a+tb+to = ` i 12. (2a -— 5b+3c} = 
10. (r—-y+z-u? = CEEA vo 
1. (S+5+5) = 


1. (a+2b+30) = 
zo. 2Uy2 
I (a 57 


mr ms a o To e o pao 


15. (022-3a-+7)(a — 5) — (a3 — 502+7a — 8)(3a+1) = 
16. (5x4-422+4+4º — 24)(124+11 — 42) 

17. (13-+11x—422-24)(224+5-+442) 

18. (at+ax2-47—11+4+223)(x2 — 2143) 

19. (a+5)(—-3+a)(a- 2)(—2-+a). 

20. (2-2 +4+D)(224+2+4+ (ut — 2241) 


32. Fórmulas de multiplicação; identidades. Algumas 
vêzes, o produto de duas expressões algébricas, particularmente 
o de dois binômios, pode ser obtido sem efetuar a multiplica- 
ção das mesmas. Chega-se a êste resultado pelo conhecimento 
de algumas fórmulas que vamos aprender. 

I. Calculemos a expressão (a + b)2, isto é, (a + ba + b). 
Efetuando-se a multiplicação indicada, resulta a2+2ab+-b?. 


a +b i [ Primeira fórmula | 
I 
a + b l (a + b)? = a? + 2ab + b? 
a? + ab ) O quadrado da soma de dois números 
+ ab +b ! é igual ao quadrado do primeiro, mais c 
l duplo produto do primeiro pelo segundo, 
l 


a? + 2ab + b? . 
l mais o quadrado do segundo. 
Exercícios orais 
Calcular mentalmente as expressões seguintes : 
l. (+y? 13. (c+d} i 5 (e+jP i 7. (a+3) 
2 (m+n)? rar) ! 6 CH i 8 (b+5)? 


Ele 





10. 
11. 
12. 
13. 
14. 
15. 


(c + 4)? 
(r + 1) 
(s + 10) 


(2a + 3b)? 
(5m + 3n)? 
(4c + 3d)? 


t 
] 
I 
I 
i 
I 
I . 
t+ 7? 19 
} 
I 
| 
I 
1 
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16. (5r + 2s)? 
17. (5e +)? 
18. (5a? + 7b3)3 


I 23. (0% + bc?) 
i 
I 
(Bm! + 5n?)? ! 
I 
I 
| 
I 


24. (abc +4) 
25. (ab? + a?r)? 
26. (3a + 2bc)? 
27. (5 + 7abc)? 
28. (3zy + 8a?) 


20. (8r? + 28)? 
21. (42º + 5y?) 
22. (5ab + 3)? 


II. Calculemos a expressão algébrica (a — b)2, isto é, (a—b)(a—b). 
Efetuando-se a multiplicação indicada, resulta a? — 2ab+b?. 


a— b } 
a— b l 
a2— ab a 
- ab+b? ! 
I 

i 


u2 2ab + b? 


[ Segunda fórmula ] 
(a-b)? = a? — 2ab + b? 

O quadrado da diferença de dois nú- 
meros é igual ao quadrado do primeiro, me- 
nos o duplo produto do primeiro pelo se- 
gundo, mais o quadrado do. segundo. 


Exercícios orais 


Repetir os exercícios relativos à primeira fórmula, trocando o sinal mais 
pelo sinal menos. 


III. Calculemos a expressão algébrica (a + b)(a — b). Efe- 
tuando-se a multiplicação indicada, resulta a? — b2. 


[ Terceira j órmula | 


I 
1 
ETI TETT E T T 
Pias a tod i A soma de dois números, multiplicada 
a? + ab ! pela diferença dos mesmos dois números, 
-a -b l é igual ao quadrado do primeiro menos o 
a? — b? 1 quadrado do segundo. 
Exercícios orais ; ° 
1. (c+d)(c- d) = | 8 (m+n)\(m-n)= 
2 (r+or-s)= | 9 @+ye-y= 
3 (a+3)a —- 3) = 1 I0 (m+5(m -5)= 
4 C+Ir-1)= OIL @+Ne-)= 
5. (2a +b)(2a — b) = ! 12. (a +3m)(a - 3m) = 
6. (5r + 3s)(5r — 38) = i 13. (2z +y)X(2r - y) = 
7. (5a? + 3b)(5a? - 3b) = ! 


14. (5ab + 30)(5ab — 30) = 


Operações Algébricas 39 





IV. (a +b) = a + 3a?b + 3ab? + b? 
[Quarta fórmula | 

V. (a ~ b) = a? ~ 3a?b + 3ab? — b? 
[Quinta fórmula | 


Observação. Deixamos aos estudantes o cuidado de demonstrarem e 
traduzirem em linguagem ordinária as fórmulas IV e V. 


Exercícios orais 
Calcular mentalmente as expressões seguintes : 


L (+y) io 3s(+ ! 5. (2a+1} į 7. (+3) 
2 -y i 4 (@-2} 1 6 (2a-1)} ! 8 (æz-2 

VI z +5 } Consideremos a expressão (£+5) 
t +4 } (+4). E’ um produto de dois binômios, 
x? + 5r 1 Cujos primeiros têrmos são iguais. Efe- 
+ 47 +20 | tuando a multiplicação indicada, acha- 
2 +92 +20 ! remos 12491-420. Ora, se observarmos 


| com atenção a operação realizada, con- 


cluiremos que esta é dispensável. E’ bastante observar que: 


(z + 5) +4) = 2 + (5 +4r+5X4 
[ Sexta fórmula] 
(x + a)(x + b) = x2? + (a + b) x + ab 

Esta fórmula significa que : 

O produto de dois binômios. que têm um têrmo comum é igual 
ao quadrado do têrmo comum; mais a soma algébrica. dos têrmos 
diferentes, multiplicada pelo têrmo comum; mais o produto algé- 
brico dos têrmos diferentes. p 

Exemplos 

(a+3)(a+5) = a24+8a +15 | (æx—3)(z-5) = z?—8r+15 


(m+8)(m — 5) = m2+3m — 40 | (c+HI(c—-5) = -2e—15 


Exercícios orais 
Calcular as expressões seguintes : 
l. (a +7(a +1) i 4. (b — 5)(b + 6) I 7. (ab +7)ab - 4) 
2. (z +5 +6) 1º 5. (e-3X{c-4) | 8 (d-4d 47 
3 (m+9m-4) i 6 (3z - 2m)(3z+m)! 9. (e +Ble+5) 
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18. (5z + 1)(5z — 2) 
19. (2a +b)(2a + 2b) 
20. (3z + 5)(3z —6) 
21. (22-20)(x? + 3a) 


14. (a? — 5a? +3) 
15. (2a + 5)(2a — 4) 
16. (3m — 48m + 7) 
17. (2c + 5)(2c — 6) 


10. (a +2b)(a + 5b) 
11. (a - 3x)(a + 52) 
12. (x + 4m)(z —3m) 
13. (4a +o)(4a—c) — 


os e me ty o a ut 


I 
I 
i 
I 
I 
T 
i 


VIL 2 +5 l Seja a expressão (2x + 5) 
82 +7 ! (3z + 7). E um produto de 
5a =! dois binômios cujos primeiros 
6x2 + 15r Eos ás A 

1 têrmos são semelhantes, assim 


— + Mz + 35) como os segundos. Efetuando a 

6x? + 297 + 35 ! multiplicação indicada, acharemos 
6x2+29x-+35. Ora, se observarmos com atenção a operação 
realizada, verificaremos que, na prática, esta operação é 
também dispensável. Com efeito, 

a) O primeiro têrmo do produto resulta da multiplicação dos 
primeiros têrmos dos dois binômios. 

b) O segundo têrmo do produto é a soma dos dois produtos que 
se obtêm, supondo um binômio colocado por baixo do outro, e mul- 
tiplicando em cruz os quatro têrmos dos dois binômios. 

c) O terceiro têrmo do produto resulta da multiplicação dos 
segundos têrmos dos dois binômios. 


Exemplos 
(5a +3)(7a +2) = 35a? +(+10a +2la )+ 6 = 35a? +3la + 6 
(32 +4)(5z — 6) = 152º +(— 182 +20x )- 24 = 15r? + 22 — 24 
(4m— D(Sm+2) = 12m?+(+ 8m — 21m)-— 14 = 12m?—- 13m — 14 
(8c — 5)(4e — 7) = 120º +(—21c —20c ) +35 = 12c? —4lc +35 
[Sétima fórmula | 
(ax + b)(ex + d) = aex? + (ad + be)x + bd 


Observação. Na prática, os estudantes calcularão o segundo 
têrmo do produto, multiplicando em primeiro lugar os têrmos 
extremos e depois os têrmos centrais dos dois binômios dados. 
No primeiro exemplo, sendo 5a e 2 os têrmos extremos, e 3 
e 7a, os têrmos centrais, dirão: 5a X 2 = 10a; 3 X 7a =2la; 
10a + 21a = 3la. 


PNR 


een PATTE amarem crer E 


E a R ER 
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Exercícios orais 
Calcular as seguintes expressões : 

1. (2a +5)X(3a + 1) 
(m +3)(2m + 4) 
(3x — 2)(2x — 5) 
(5c — 4)(3c + 2) 


J 7. (a? + 5)\(3a? — 4) 
9 8. (ab + 3)(3ab — 5) 
l 9. (3zy — 1)(4ry + 5) 
| 10. (3ab+2c)( ab +30) 
(By — 1X4y — 2) l 1l. (m? +3)(m? -— 1) 
(2a + b)(3a + 2b) l 12. (5ac — 4)(3ac + 2) 
| Em resumo, as principais fórmulas elementares de multipli- 
cação algébrica são sete, a saber: 
I. (a+ b) = a? + 2ab + b? 
II. (a — b)? = a? — 2ab + b? 
HI. (a + b)(a — b) = a? — b? 
IV. (a + b) = a? + 3a?b + 3ab? + bë 
V. (a — b) = a? — 3a?b + 3ab? — b3 
VI. (x+ a)(x + b) = x? + (a + b)x + ab 
VII. (ax + b)(cx + d) = acx? + (ad + be)x + bd 
Conhecendo bem estas fórmulas, os estudantes podem evitar, 
na prática, numerosas multiplicações de binômios. , 
As sete fórmulas que acabámos de aprender são igualdades 
que subsistem sempre, sejam quais forem os valores atribuídos 
às letras que nelas figuram, contanto que êstes valores sejam os 
mesmos para ambos os membros de cada uma delas. Tais igualda- 
des chamam-se identidades. 


| 


a a ad é 


Ê Identidade é uma igualdade que se veri- 
fica Sempre, sejam quais forem os valores nu- 
méricos atribuídos às letras que nela figuram. 





As igualdades constituídas exclusivamente de números en- 
tram na categoria das identidades. Assim, 
3X8=24 3X8=6X4 
são identidades. 


3X8=48+2 


Exercícios. Série XIV 


Calcular as expressões que se seguem, fazendo uso das fórmulas 
de multiplicação. 


42 Elementos de Matemática 





(2a+3bF — (5a — 2 + (3a +b) (B80 =b) cs 3a 


l. 

2 (@+5)(@+7)- (2-41 -3)+(22 - 3? - (430) 
3. (ab) — (a — b} + (2a — 3b}? falo Paio 
4. (G2+5)(2x — 5) — (2243) — (dx 4-2)(Ba — 4) 


. (40+3b)(5a-+2b) +(80-+2b? — (7a -+b)(7a — b) | 
. (m+52- (m — 42+H8m+-2)(3m — 2) — (m+5)(m — 4) 

i i i dutos de dois 
ansformar os trinômios seguintes em pro de 
Ret isto é, descobrir os dois binômios que, multiplicados 

um pelo outro, reproduzem os trinômios dados. 
7 22+122+36 | 14. a@?-8a+16 21. z?+28r+196 
8. y2+24y+144 1 15. a? 500b-+625b? 22. z?+11r+30 
f i 23. 9aºb2-+30abe 4250? 
9. 7213424289 1 16. z?+11r+24 - 9a 
10. a?+5a+6 i 17. a?+9ab-+20b? 24. z2- 8r+12 
1 
i 
] 


GQ a 


1 
l 
l 
1 
l 
i 
11. q+22+1 18. yt- 20y?+100 i 25. 16aºb!— 8ab'c+b*c? 
12. 22-72+6 19. a?b? — 11ab+30 l 26. q3-+67-7 
13. 2º+31+42 20. x2- 72412 1 27. 22-+11iz-12 
33. Quadrado e -raiz quadrada de um monômio. Ee 
calcular o quadrado de um monômio, é bastante multiplicá-lo 
or gi mesmo. 
á (Bob? = 5a3b X 5aºb = 25a6b? 
(Tabs)? = 7atb5 X 7atb5 = 49a8b!0 
(-3252 = (—-30)(—-305) = 9x0 
(— 5ab2)}? = (— 5ab?)( —5ab?) = 25a?bt 
Regra. Para calcular o quadrado ou à segunda. potência de 
um monômio, eleva-se o coeficiente ao quadrado e multiplicam-se e 
expoentes por 2. O monômio dado pode ser positivo ou negativo ; 
seu quadrado é sempre positivo. (*) . a 
De acôrdo com a regra para elevar um monômio ao quadrado, 
resulta que um monômio qualquer, para ser quadrado perfeito, 
deve preencher as três condições seguintes: . 
a i i iti i tamos 
F do dizemos que um monômio é positivo ou negativo, es 
nos Dita pa eee ou paa que o precede, e não ao sinal do Pest que 
se obtém, ao calcular o. valor numérico do mesmo monômio. Um mo 


À ituem as 
positivo pode tornar-se negativo, ou mesmo nulo, quando se substit 
letras que nele entram por determinados valores numéricos. 


e rr er nc mn 
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a) Deve ser positivo. 
b) O coeficiente deve ser quadrado perfeito. 
c) Os expoentes devem ser divisíveis por 2. 


Portanto, o monômio — 25atb? não é quadrado perfeito por- 
que não há monômio positivo ou negativo, cujo quadrado seja um 
monômio negativo; o monômio +20atb2 também não é quadrado 
perfeito porque o coeficiente 20 não é um quadrado perfeito; o 
monômio +25atbê também não é quadrado perfeito porque o 
expoente do fator b não é divisível por 2. 


Entretanto, o monômio -+25a:b2 é quadrado perfeito, porque. 


preenche as três condições indicadas; sua raiz quadrada é 5a2b 
porque 502b X 5a?b = 25atb2. 

Observação. O monômio +254ºb? tem duas raízes quadradas, a saber, 
+5a?b e —5a%b. Com efeito, 

(+502b)(5a?b) = 25aºb*- .. (— 5a2b)(— 50%) = 25442 

Em rigor, deveríamos dizer ou escrever: y 25atb? = +5a?b. 

Até nova ordem, porém, consideraremos sòmente a raiz positiva. 

Regra. Para extrair a raiz quadrada de um monômio, 
extrai-se a raiz quadrada do coeficiente e dividem-se os expoentes 
por 2. 


Esta regra resulta espontâneamente da elevação de um mo- 
nômio ao quadrado. Por exemplo, 


q 90278 = 3ag3 V36minê = Gm2n3 V 49atmôz8 = 7a2m3zt 
34. Cubo e raiz cúbica de um monômio. Para calcular 
o cubo ou a terceira potência de um monômio, é bastante tomá-lo 
três vêzes como fator. 
(7atb2c)8 = Tatb2c X Tatb?e X 7atb2c = 343al2b8c3 
(— Gamiz5)3 =(— Gamtz5)( — Camtx)( — Gamtx5) = — 216a3ml2y15 
Regra. Para calcular o cubo ou a terceira potência de um 
monômio, eleva-se o coeficiente ao cubo ou à terceira potência e multi- 
plicam-se os expoentes por 3. Se o monômio dado é positivo, sua 


terceira potência é positiva; se é negativo, sua terceira potência é 
negativa. 


De acôrdo com a regra para elevar um monômio à terceira 
potência, resulta que um monômio qualquer, para ser um cubo 


a 


. perfeito ou uma terceira potência exata, deve preencher as duas 


condições seguintes : 


$ 
d 
y 
A 
z] 
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a) O coeficiente deve ser um cubo perfeito. 

b) Os expoentes devem ser divisiveis por 3. 

Quanto ao sinal, pode ser positivo ou negativo. 

Portanto, o monômio 10aºbº não é um cubo perfeito porque 
o coeficiente 10 não é um cubo perfeito; o monômio 27aºb” tam- 
bém não é um cubo perfeito porque o expoente do fator b não é 
divisível por 3. 

Entretanto, o monômio 27a3b6 é um cubo perfeito, porque 
preenche as condições indicadas; sua raiz cúbica é 3ab? porque 
3ab? X 3ab? X 3ab? = 270ºbº. 

Regra. Para extrair a raiz cúbica de um monômio, extrai-se 
a raiz cúbica do coeficiente, e dividem-se os expoentes por 3. 

Esta regra resulta espontâneamente da elevação de um mo- 
nômio à terceira potência. Por exemplo, 

3 


12502 = 5a?bt 


35. Quarta potência e raiz quarta de um monômio. 


3 
— 216mnlals = — Gmêntxô 


Para calcular a quarta potência de um monômio, é bastante to- l 


má-lo quatro vêzes como fator. 
(3atb?c)! = 3a1b?e X 3atb?c X Jatbic X 3atb?c = 8laltb%c! 
(— ômz5)t = (— 5m°z5)( — bmx) — 5m°x5)( — Gmtx8) = 625m!2g2º 
Regra. Para calcular a quarta potência de um monômio, ele- 
va-se o coeficiente à quarta potência e multiplicam-se os expoentes 
por 4. O monômio dado pode ser positivo ou negativo; sua quarta 
potência é sempre positiva: 
De acôrdo com a regra para elevar um monômio à quarta 
potência, resulta que um monômio qualquer, para ser uma quarta 
potência exata, deve preencher as três condições seguintes : 


a) Deve ser positivo. 

b) O coeficiente deve ser uma quarta potência exata. 

c) Os expoentes devem ser divisíveis por 4. 

Portanto, o monômio — 81atb$ não é uma quarta potência 
exata, porque não há monômio positivo ou negativo cuja quarta 
potência seja um monômio negativo; O monômio + 50a*b8 tam- 
bém não é uma quarta potência exata porque O coeficiente 50 
não é uma quarta potência exata; O monômio +81a%bº também 
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não é uma quarta potência exata porque o ex ; 

não é divisível por 4. poente do fator b 
Entretanto, o monômio +81a4b8 é uma D ada 

exata, porque preenche as três condições indicadas; sua raiz 

quarta é 3ab? porque 3ab2X3ab2X3ab2X3ab2=8latbs. 


Regra. Para extra a raiz quarta de um monômio, extrai-se 
a g quarta do coeficiente e dividem-se os expoentes por 4 
sta regra resul â ã 
a gr. ulta espontâneamente da elevação de um mo- 
nômio à quarta potência. Por exemplo, 
4 ` 4 
4 16a12b20 = 2a3b5 4 625m8n28 = 5m2n? 

a Potências e raízes dos monômios. O que dissemos 
nos a parágrafos anteriores é bastante para compreender como 
se eleva um monômio dado ênci 

a uma potência qualquer, e como 


se extrai uma raiz de qualquer grau de um monômio dado. E é 
necessário não esquecer que: 


dr 
a) Uma potência qualquer de um monômio é um monômio 


b) Um ; : 
A a raiz de qualquer grau de um monômio & um mo- 


37. Divisão de monômi “Já | 
è onômios. Já aprendemos a multipli 
i / ultiplicar 
dois monômios. ($29) Por exemplo, p 
7a3bt X 5a2b8 = 35a5b10 
Consideremos agora a igualdade seguinte : 
M X 8ab?ct = 40a5b7ct0 
Nesta igualdade, o monômio 40a5b7ct° é o produto de dois 
Rea a dos quais é conhecido: é o monômio 8a3b?ct 
A . . º 
A calcular o monômio M? Evidentemente, é necessário 
eao po an na q isto é, dividir o monômio 
o monômio 8aºb2ct. Ora, de acô 
«a io & ; $ ôrdo com a regra para 
multiplicar um monômio por outro, o valor do monômio M é 
5a°b5c. Portanto, 
40a5b7c!? : 8a3b2ct = 5a?b5c* 
De Para dividir um monômio por outro, divide-se o coefi- 
E E çã primeiro pelo coeficiente do segundo e ter-se-á assim o coefi- 
ente do quociente ; ao lado dêste coeficiente escrevem-se as letras do 
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dividendo, dando como expoente, à cada uma delas, a diferença entre 
seu expoente no dividendo e no divisor. Quanto ao sinal do quocien- 
te, será êle determinado pela regra dos sinais. (819) 

Exercícios orais 


12a? : 4a? 


1. ! 8 (- 64ařm8) : 8atm? ! 15, m”: m?’ 

2. 2417: 8x? | 9, (—24ax$) : (—8az) | 16. am :a?™ 

3. atb? : ab | 10. 14a3b5 : (—2ab?) i 17. 360%”: 4a?" 
4. 12a3b° : (— 4a?b) ! 11. 36m7n7 : 9mön? | 18. retl: go! 

5. (—a!t) : all i 12. (-7a?) (— a?) i 19. x3- 5: x-5 
6. 8a3b3 : (—4ab) | 13. a” : a” 1 20. atm-2: q3m-4 
7. balas: Sata? | 14. 122º : 32? 1 21. id a”-” 


38. O expoente zero. Dividindo aº por as resulta a53, 
isto é, a. (837) O què significa aº? Tomar a como fator zero 
vêzes? Evidentemente, isto não tem sentido. Estamos diante de 
um resultado singular, como se diz em Álgebra, e é necessário în- 
terpretar, isto é, explicar êste resultado, descobrir a sua significa- 
ção. Ora, dividindo um número qualquer por si mesmo, o quo- 
ciente é a unidade: 7+7=1,8+8+1,ete.. Portanto, as: aš=1. 

E estabeleceremos, então, por convenção que, sendo a dife- 
rente de zero, a expressão a? é igual à unidade. 

' Nestas condições, 7º = 1, 1º = 1, abc? = 1, (abc)? = 1, 
(— 5a8b?)? = 1, (a—b)? = 1, (13 +02 + a + Dº = 1, ete.. 

Dividindo 24a3b8c'd por 3a3b5c?d, o quociente é Sab3c5dº. 

2403b8c7d : 3a3b5c2d = 8aºbicêd? 

Já vimos, porém, que a? = 1 e d? = 1. Logo, 

9493b8cId : Sabia = 8 X 1 Xb? X č XI = 8b3c5 

Portanto, quando uma letra tem o mesmo expoente no dividendo 

e no divisor, ela não aparece no quociente. 


Exercícios orais 


1. atb: ab i 6. I5minr: 3mn i IL x5: (— z$) 

2 (-a):ad ! T 36x3y3z : 9r3y? ! 12. x8 :(-zx8) 

3. Dm 1 8. x5:(-x5) OB (— mt) : m* 
4 3a: (-a3) | 9 ig Va r: (=) 
5. atbic:ade 1 10. atizt | 15. a2b:(—ab) 


era epi 
q 
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39. O expoente negativo. Dividindo a? 

3 xI 0 o a? por a*º resul 
q2-5, isto é, q”3. (837) O que significa a "3? A a como a 
menos três vêzes? Evidentemente, isto não tem sentido. Estamos 
diante de outro resultado singular, que é necessário interpretar 


Ora: papa? BRO R So E 
ab  aXaXaXaXa aXaxXa aê 
Portanto, q = E 
a? 


E convencionaremos que : 


À n potência com expoente negativo, de um número a dife- 
rente paai é igual a uma fração cujo numerador é a unidade 
e cujo enominador é a mesma potência, com o mesmo expoent i 
porém positivo. á ý 

Uma vez interpretad i 
o o expoente negativo, ch i 
; K i egamo - 
mente às duas conclusões seguintes : i å is 
I. Quando um monômio contém uma letra com expoente ne- 


gativo, devemos colocá-la no denominad. 
or, trocando ; 
do seu expoente. Com efeito, í » porém, o sinal 


z 1 3 
5 E 
3a =x 5ab3 = 5 X aà x À = SÉ 
een 1 1 4 
2-3q4b-4 = — 4 E 
j a a 


II. Quando um monômio contém u 
ma letra com expoent f 

no denominador, devemos colocá-la. no numerador ad k, 

o sinal do seu expoente. Com efeito, a E go 
aë 1 DOE 

DE pts b 

78 = O Dô = Di aë X y = ab 

a3 

aE EAEE E aA 

a3 ` bb q 2 293 


Exercícios. Série XV 


Fazer desapar 

ecer os expoentes negativo 
É sn > 
gébricas seguintes : - à iii 


1. Sab 3 -+ 7x5at-4-248--3a-Ibr1 
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2. min t-m n5 + 4mën 3 — 83m nr? 
3. 2-7lab—5`1be + 77 lac-— 34º 2b?c? 


3a , 543 3m? 
b mat m Siad 
8c 


Calcular o valor desta expres- 





5. 3a?b? + 5a% + 2050 

são, paraa =3,b=2,c=1. 
ba? 4b? | 2ab 8cºd? 

bee? ad? ed ado g 
expressão, para a = 3, b = 6, c = 2, d=1. 








+ Š Calcular o valor desta 


; , 
7. 592 + 3b71 + 402 + ne. Calcular o valor desta ex- 


a ni pd an E 16-190b9%º. Calcular 
o sat desta expressão, para a=2b=4,c=6. | 

9. 202bc 1 — 1202b2e + 9a0b2c 1 — 18" labe + ER Calcular 
o valor desta expressão, para q = 3, sa 6, e 9. a. J . 

10. E + E + E + + = + TE Calcular o valor 
desta expressão, para a = 10 e b = 20. 

40. O expoente fracionário. Já aprendemos que ( §8§33 a36): 


3 o 4 i D 

Nas =? i Val =q y a2? = q5 po ad 
l 3 l l D 

Vaë =at i see VB ma? | VP mat 

Viza |! q=a | Vea | y= 


Podemos resumir as regras conhecidas na seguinte 
Regra. A raiz com índice n, de a”, é a elevado a uma potência 


E mM 
cujo expoente é a 
De acôrdo com esta regra, teremos : 


8 a “e : 
NV a2 =a8 afat =a? Val? =a Va=a8 (2) 
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s Estamos diante de outro resultado singular. O que significa 


a3? Tomar a como fator cinco têrços de uma vez? Evidentemente, 
isto não tem sentido, e é necessário interpretar êste novo resultado 
singular. Mas a interpretação já está feita nas linhas acima; o 
que dissemos é bastante para compreender que: 


2 t3 i 3 4 EB 5 
= 4/22 i 4 — ale 5 a2 
33 =/2 ! 54 =45 | 75 =V7 
5 ee O e o 
a? =y4a5 1 al =ọ4aæ 1 a8 =4a 


Fica então estabelecido que : 
Um número com expoente fracionário é a mesma coisa que um 


radical cujo radicando é o número dado, cujo expoente é o numerador 
e cujo índice é o denominador. 


41. As frações algébricas. Nem sempre é possível dividir 
um monômio por outro. O monômio 24452 não é divisível pelo 
monômio 8a3b5 porque o expoente de b no divisor é maior do que 
o expoente desta mesma letra no dividendo. Verdade é que pode- 
ramos escrever ($39): 


24052 : 8a3b5 = 302b 8 


Mas, na divisão algébrica, não devemos operar com expoen- - 
, > 2 


tes negativos, como veremos mais tarde. ($44) 
Igualmente 244º! não é divisível por 8a?b?c porque há no 
divisor uma letra que não existe no dividendo. Na verdade pode- 


ríamos escrever: 
2403bºcº : 8a2b2c = 3ab?ç 1 


Mas apareceria então no quociente uma letra com expoente - 


negativo. Em resumo, a divisão de um monômio por outro é 
impossível quando: 


a) O expoente de uma letra no divisor é maior que o expoente da 
mesma letra no dividendo. 


b) Há no divisor uma letra que não existe no dividendo. 
Quando um monômio não é divisível por outro, representa- 


remos o quociente sob a forma de fração (algébrica) como fizemos . 


em Aritmética. (E.M.P.V. $143) 








Bb = 2p. 2 — 78b 2a3b : 4a2c = 128 
da: bb = 2 7a?b : 10ab = Toa 120% : 4a?c = Aude 


a SS LORD AD O AE e SD a e st ei em 











ipa 
s 


RAVE 


s e O, AS SA {A 
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E aparecem assim as frações algébricas. ars 

A fração algébrica é o quociente indicado da divisão de um 
monômio por outro. (*) Os dois monômios que a constituem são 
chamados têrmos; o que fica sôbre o traço horizontal é o nume- 
rador e o que fica em baixo do mesmo traço é o denominador. . 

Todas as transformações e operações relativas às frações 
aritméticas se aplicam, sem restrições, às frações algébricas, não 
esquecendo, porém, que os têrmos de uma fração algébrica são 
expressões algébricas. 

Observação. Quando a divisão de um monômio por outro é 
impossível, indica-se a divisão e simplifica-se a fração resultante. 

Exercício. Dividir 12amintp'q? por 4min3p*gê 

IZ2amôntp'g?  3amôn 


Es TETEE a DD ia 
12Zamêntp'q? : 4m n? p*g Am?nptgő pq 





Exercícios orais 


Simplificar as seguintes frações : 








i I 2 a 345 
3ab ! 1802 1 9 ey | 13, 3% 
Res E Oy 6aº 
E I 2 2p2¢2 
4a I m i am 1 a 
2. Ba? i 6. nn l 10. ame i 14. ab? c2 
I I i 
ab l 3x E - 4am? 1 2abe 
— . — HM. ——s 15. —— 
e ax i f 6y l Taim? e 
axy I oa I I0abd 1 16. min 
A 6xy 5a i m babe ! mnt 
Exercícios. Série XVI 
Efetúar as seguintes operações : 
i ba? 3a? i 2a 3a 
5 : nE a 5, E nnn 
de = E s 2a i 2a i b + b 
I l 
i ao. A l = =i 
T e UR E 
i i 


(*) Completaremos adiante (§47) esta definição. 
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To m E 3a. 5b À mn mn 
tae Epe g ea 
l I 
I 
siek À 14 2mx5 | 20 Gab: 288 
a I - m H 5 
3 ! l 
kE a a Era 
3z Í mn, À 3 
10. TA 1) ! 16. Gab ` ”” i 22. a X2x 
I l 
2 2 I 3 3 
g we lg lim BA 
a a l 5m Sm l a b 
de. Be Ii o 2 3 I a a 


25. 12057 :30a8b8 = | 28. (—5labdy?): 30ºbdy = 
26. 6x%y? : 15a2y3z = d -29. 121ming : (—44mônay) = 
27. 9la?mz?:117am?r=]! 30. (—39atbctd) : (— 52a3b?d?) = 




















3a5b 9a4b? A 5ry?z 25r3yz? 
31. 5 “0 34. 1138 : 
bmbn 10mnè- f] 5a?b 2 10058 O — ; 
32. AET = i 35. eg o 
7a8b?ct  14ab?c l ca 10a?btct _ 
33. ~z “9 = ! 36. 3 E OR 


42. O sinal nas frações algébricas. Em uma fração algé- 
brica temos três sinais a considerar: 


a) O sinal do numerador, isto é, o sinal que qualifica o nume- 
rador ou dividendo. 


b) O sinal do denominador, isto é, o sinal que qualifica o de- 
nominador ou divisor. 


c) O sinal que precede a fração, isto é, o sinal que qualifica a 
fração ou quociente. 


Vejamos o que se pode fazer com êstes três sinais. 





| 

i 
= 
$ 

| 
s4 














DD U şaş mamaaa 
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Observemos que: 


+15 


Regra. Dada uma fração algébri- 
de +(+3)= +3 


ca, e considerando os três sinais que 
ela contém, podemos, se nos Conver, 








i 
l 
i 
o | E re ; 
t +(+3)=+3 3 mudar dois sinais quaisquer, sem 
+15 i que o valor da fração se altere. 
ER a De um modo geral, | 
l +m -m +m -m 
Ea 15 == =-——— = — — 
E Er da ia Ne +n T -n +n 


A regra acima também pode ser enunciada nos seguintes 


têrmos: 

Dada uma fração algébrica, podemos multiplicar um de seus 
têrmos por — 1 (trocar o sinal de um de seus têrmos) contanto que 
se mude o sinal positivo ou negativo que precede a jração. 


Exercícios para o quadro-negro 


Escrever de quatro modos diferentes cada uma das seguintes frações : 


1 I 
Foal 5 I 2 I -3 1 -2 
1. 10 3 - 9 ! 5: Tp ; 7. g i 9. To 9 
l j 
! À E l I z 
m q r oil -m m -a 
2 - Eu l 4. T l 6. i I 8. EA z l Jo. Foi 


43. Grau dė uma expressão algébrica. Consideremos 
alguns monômios racionais e inteiros, por exemplo, 6a%b, 10abe, 
12x e 30ab?cd?. Lembrando que abcde significa aXbXcXdXe, 


teremos : 6a3b = 6XaXaXaXb. 
10abe = 10XaxXbXe 
12x = 12Xz 


30ab2cd? = 80XaXbxXbXexdXd 


O primeiro monômio é constituído por cinco fatores dos quais 
um é numérico e quatro são literais; diremos então que o mo- 
nômio 6a3b é do quarto grau. O monômio 10abc, tendo três 
fatores literais, é do terceiro grau; o monômio 12x é do primeiro 
grau e o monômio 30abZcd? é do sexto grau. 

O grau de um monômio racional e inteiro é a soma 
dos expoentes das letras que entram neste monômio. 


t 
f 


a soe 
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Observação. Se o monômio é constituído apenas por um número, di- 
remos que êste monômio é do grau zero. Por exemplo, o monômio 5 é do grau 
zero. Com efeito, 5=5aº=5a'mº=5a'mºzº, ete., e a soma dos expoentes das 
letras de qualquer um dêstes monômios é zero. 


Consideremos os seguintes monômios racionais e fracionários : 
ab? daim* 3a5r5 
ab “em Eza 

Simplificando êstes monômios resulta : 


57 = g2h3 = gsbt Iı $ É A . 
aM at bt | E diremos que o primeiro monômioc 


5a3mt + a?m = 5am? | é do 7º grau, o segundo é do 4º grau 
3a5r5 + 02x2? = 30373 | € O terceiro é do sexto grau. 


O grau de um monômio racional e fracionário é a dife- 
rença entre o grau do numerador e o grau do denominador. 


ba E . ab. "a 
Observação. Consideremos o monômio Er Desta vez não é possi- 
m 


vel simplificá-lo e transformá-lo em um monômio inteiro. Entretanto, sendo 
o numerador do 5.º grau e o denominador do 2.º grau, diremos, ainda neste 
caso, que êste monômio é do 3.º grau. 

E 3 


3 Consideremos o monômio irracional q a3b8%cº. Já sabemos que 
Va3bbc? = ab2c3. Observemos que o radicando é do 18.º grau, o 
índice da raiz é 3 e o monômio ab2e3 é do 6.º grau. E diremos que : 

O grau de um monômic irracional é igual ao grau do 
radicando, dividido pelo índice da raiz. 3 

Portanto, ya é um monômio do 3.º grau, V als é um mo- 
nômio do 5.º grau, etc.. 

Observação. Não é possível transformar ab em um monômio racio- 
nal; entretanto, diremos por analogia que êste monômio é do 4.º grau. 

O grau de uma expressão algébrica qualquer é o grau 
do têrmo de mais elevado grau. 

Consideremos os polinômios seguintes: 


3 
að — atb +7a3bt — b8 = — ob! + 4020? 


O primeiro polinômio é do 8.° grau porque seu têrmo de 
grau mais elevado, isto é, o têrmo b?, é do 8 grau. 

O segundo polinômio é do 5.º grau, porque seu têrmo de grau 
mais elevado, isto é, o têrmo 40ºb?, é do 5.º grau. 




















54 Elementos de Matemática 





Às vêzes, pede-se o grau de um polinômio em relação a uma 
determinada letra do mesmo polinômio. Nestas condições, res- 
ponderemos que o primeiro polinômio é do 5.º grau em relação 
à letra a, e do 8.º grau em relação à letra b; o segundo polinômio 
é do 3.º grau em relação à letra a ou à letra b, e do grau — 1 em 
relação à letra m. 

Um polinômio é homogêneo quando todos os seus têrmos são 
do mesmo grau; é não homogêneo no caso contrário. Por exem- 
plo, considerando os polinômios 

a? — 3a2b+3ab? — b? r-r? +r- 1 
diremos que ambos são do 3.º grau, sendo que o primeiro é homo- 
gêneo e o segundo é não homogêneo. 


44. Divisão algébrica. A divisão algébrica é a operação que 
tem por fim, dadas duas expressões algébricas racionais e inteiras, 
chamadas respectivamente dividendo e divisor, formar yma ter- 
ceira expressão algébrica, também racional e inteira, chamada 
quociente, cujo valor numérico seja sempre igual ao quociente dos 
valores numéricos do dividendo e do divisor, contanto que as mesmas 


letras sejam substituídas pelos mesmos números (ou valores) aliás - 


quaisquer, nos três polinômios. 
Representando o dividendo, o divisor e o quociente respe- 
ctivamente por A, B, Q, teremos: 
A+B=Q.'. A=BXQ 
A segunda igualdade significa que o dividendo é um pro- 
duto constituído por dois fatores: o divisor e o quociente. Po- 
demos então dizer que: 


A divisão algébrica é a operação que tem por fim, conhecendo . 


o produto de duas expressões algébricas racionais e inteiras, e 
uma destas expressões, calcular a outra. E 

Na divisão algébrica há três casos a considerar : 

a) Divisão de um monômio por um monômio. 

b) Divisão de um polinômio por um monômio. 

c) Divisão de um polinômio por um polinômio. 

O primeiro caso já foi estudado. Vimos como se divide um 
monômio por um monômio ($37); vimos também em que casos 
a divisão é impossível e como, da impossibilidade desta divisão, 


resultam os expoentes nulos ou negativos e as frações algébricas. 


2 
5? 
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pii 
s 








E agora podemos acrescentar que a divisão é impossível 
quando não existe o terceiro monômio racional e inteiro exigido 
pela definição da divisão algébrica. 

E’ necessário insistir sôbre o seguinte: a divisão de um mo- 
nômio por outro é considerada impossível quando : 

a) o divisor contém letras que não existem no dividendo. 

b) o expoente de uma letra no divisor é mais elevado que o 
expoente desta mesma letra no dividendo. 

Pouco importa que o coeficiente do dividendo não seja divi- 
sível pelo coeficiente do divisor; isto não é um caso de impossi- 
bilidade na divisão de um monômio por outro. Assim é que 3atb2 
é divisível, sob o ponto de vista algébrico, por 5a3b, sendo o quo- 


: 7 3ab a 
ciente igual a F Embora o coeficiente do quociente, isto é, 
3ab 


seja fracionário, o quociente 5 é, algèbricamente, uma ex- 


pressão inteira. 
Observação. Repetir os exercícios orais dos $$ 37 e 38. 


45. Divisão de um polinômio por um monômio. Lem- 


brando : 
e (artb+JXl=al+b+d 
torna-se evidente que: 
(al +b +cl):l=a+b +c, isto é, 


Regra. Para dividir um polinômio por um monômio, divi- 
de-se cada têrmo do polinômio, pelo monômio, e somam-se os quo- 
cientes. 

Na divisão de um polinômio por um monômio, é inútil o 
emprêgo da chave ou caixa da divisão, isto é, do sinal |. 

A operação se efetua como está indicado nos exemplos que 
se seguem : 

1. (150%b — 1002b2 +20abº) : 5ab = 3a? — 2ab +45? 


31º De 7 

2. 323 — 5x? 7a): (2 = = — e a a 

( +72) : (— 2x) 2zt272 

3. (ax? — atr? + airty) : a?x? = a — a?r +ar?y 
5ab 


4 (602b? — 5a3b3 + 120%?) : (— 6a2b?) = — 1+ = 2a?b? 








AS od 
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4 


5. (a3b- a?b2-+ab' — b$) : ab = Padre 


a3 a2 a 5 
am am am am 
a? a 1 5 


= — — — + — — — 


m m m am 


Nos dois últimos exemplos, os quocientes são polinômios ra- 
cionais, porém fracionários; logo. as divisões correspondentes 
são impossíveis. ($44) A divisão de um polinômio por um monô- 
mio é impossível quando um dos têrmos do polinômio não é divi- 
sível pelo monômio ; neste caso, indica-se a divisão e, em segul- 
da, simplifica-se a fração resultante. dá 


Exercícios. Série XVII 
(643 — 4a? +20) : 2a 
(a3 — 5a2b-+3ab? — b’) : ab 
(z343 — a2y? +xy) : xy 
(6at — 1205+ 184º) : (— 34º) 
[0x-y)-(r-y+a(r—9)-(2—9)]: (2-9) 
(— 24a5x+30ata2 — 360313 + 42a21º — 48475) : (— Gax) 
(3atb — ab? + 6a?b? — Tab?) : Sab 
(— 4atb+-6a3b2 — 8a2b3 + 10ab?) : (— 203b?) 
(xy — ryty — rty? + a5y) : ay? 
303b 5a% dote) . 10ab 
( 4 6 5 11 
11. (5a” — 1041+ 15a™2+20a™3) : 5a™-5 
12. (a?m+1 = am +a2m- = a2m-2) : am-3 
46. Divisão de um polinômio por um polinômio. (*) 
Para dividir um polinômio por um polinômio, procede-se de acôrdo 
com a seguinte 


essa 


pnl 
> 





(*) Êste assunto não figura no atual programa de Matemática; pode- 
mos, pois, dispensá-lo, se assim o exigir a carência de tempo. 





| 
f 
i 
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1.  26—4rta2+4at-— as | x? — a? Regra. Ordenam-se 
—-g8+ ata? E os dois polinômios de 
(resto) —Buta2-+4a?at- a? acórdo com as potên- 
+ Bata? — 3a2at cias decrescentes de uma 

(resto) + xat aë mesma letra, e no mesmo sentido. 

S gatol Em seguida, divide-se o primeiro 

ben S fora têrmo do dividendo, xº, pelo pri- 

0 meiro têrmo do divisor, x2, obtendo- 

se assim o primeiro têrmo do quociente, xt. Multiplica-se o pri- 
meiro têrmo do quociente por todo o divisor, e subtrai-se o produto 
de todo o dividendo. Divide-se o primeiro têrmo do resto, -3xta? pelo 
primeiro têrmo do divisor, x2, obtendo-se, assim, o segundo têrmo do 
quociente, —3x?a?. Multiplica-se o segundo têrmo do quociente por 
todo o divisor, e subtrai-se o produto de todo o primeiro resto. Divi- 
de-se o primeiro têrmo do segundo resto, x?at, pelo primeiro têrmo 
do divisor, x2, obtendo-se assim o terceiro têrmo do quociente, at. 
Multiplica-se o terceiro têrmo do quociente por todo o divisor, e 
subtrai-se o produto de todo o segundo resto. E assim por diante. 





2. 23 — y’ L—y . 
-atay AF 
(resto) +x?y—y? 
— x? y+ry? 
(resto)  +zry?-— y? 
-ry +y’ 
0 


Neste segundo exemplo, os dois polinômios estão ordena- 
dos de acôrdo com as potências decrescentes de x. Esta orde- 
nação deve ser conservada durante toda a operação. Ao efetuar 
a primeira subtração, ficaríamos embaraçados se, em lugar de 
xy — y? (resto), escrevêssemos —yº+a2y ; como dividir y por x? 
E' indispensável, pois, ao escrever os restos, ter o cuidado de 
ordená-los de acôrdo com a letra ordenatriz do dividendo e do 
divisor, e no mesmo sentido. 








= 


a = = 
es FEN, do 
SM a 
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8. a3 — 3obc +b? +c? 
—a— ab- ae 
— a?b—a?c-—3abe+ bB+c 
+ abtabl+ abe i 
—&@?c+ ab? -— 2abc +b +e l 
+a?c+ abc+ ac? 
+ ab? — abe +ac? +b +e 
— ab- B-be ; 
m tio 


| a+b+c 
a2 — ab — ac +b? — be+ c? 


-abebe +be 
+ac? +be? +c3 
— ac — be? — è 
0 


Esta divisão é, na aparência, muito difícil. Entretanto, é tão 
fácil como as outras. E” bastante tomar as seguintes precauções : 
a) ordenar o dividendo, o divisor e os restos em relação à letra a. 
b) se vários têrmos contêm a com o mesmo expoente, ordená-los 


“ em relação à letra b. 


c) quanto aos têrmos que não contêm a, ordená-los em relação 
à letra b. f 

Vamos agora demonstrar a regra geral para dividir um poli- 
nômio por um polinômio. (*) 

Em primeiro lugar observemos as duas multiplicações se- 
guintes : 





+ 2+ alt a? | tetat? 
q2 + al x? l x! — x? 
+ t+ t a l Ri para pA 
+ + B+ ret ql l -r-r -r-r 
+ + H adhe dog a 
l 


1º +27t-+303 +312 4201 +20 


O primeiro produto deveria ter 12 têrmos e o segundo, 8. 
Entretanto, o primeiro tem 6 têrmos e o segundo, apenas 2. 


(*) Tudo o que se segue, até o fim do parágrafo, será ensinado aos estu- 
dantes quando êstes estiverem bem familiarizados com a divisão algébrica, 
isto é, depois de feitos todos os exercícios dados no fim dêste parágrafo. 
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Isto acontece porque os vários produtos parciais têm têrmos 
semelhantes, que se reduzem. Mas, por maior que seja o número 
de têrmos semelhantes, o produto de um polinômio por um poli- 
nômio tem, pelo menos, dois têrmos. E por que? 

No primeiro exemplo, os dois polinômios estão ordenados 
segundo as potências decrescentes da letra x. Torna-se então 
evidente que o primeiro têrmo do produto, isto é, x5, proveniente 
da multiplicação de xë por «2, não pode, em absoluto, reduzir-se 
com qualquer outro têrmo. Anàlogamente, o último têrmo do pro- 
duto, isto é, x°, proveniente da multiplicação de x° por x°, tam- 
bém não pode, em absoluto, reduzir-se com qualquer outro têrmo. 

O mesmo acontece no segundo exemplo; quasi todos os 
têrmos dos produtos parciais são simétricos, dois a dois e, por 
isso, desaparecem do produto total. fiste é constituído sômente 
pelos dois têrmos que não podem desaparecer, isto é, zt e x°. 

Em resumo, multiplicando dois polinômios convenientemente 
ordenados de acôrdo com as potências crescentes ou decrescentes 
de uma mesma letra, observa-se que: A 

a) O produto do primeiro têrmo do multiplicando pelo primeiro 
têrmo do multiplicador é o primeiro têrmo do produto total. 

b) O produto do último têrmo do multiplicando pelo último 
têrmo do multiplicador é o último têrmo do produto total. 

c) Os demais produtos parciais podem desaparecer do produto 
total. 

d) O produto de dois polinômios pode ficar reduzido a um bi- 
nômio. z 

Isto pôsto, vamos dividir o polinômio 


1595 — 34at+ 62a? — 56a2+ 53a — 35 
5a3 — 392 4-4q — 5 


Representando por xt+y-+z+t+..., o quociente da divi- 
são, quociente êste que ainda não conhecemos, podemos escrever : 
15a" — 34a!+62aº - 560? +53a — 35 = (5a? - 3a? +4a — SrtytztH+H........ ) 


E, de acôrdo com a regra para multiplicar um polinômio 
por outro, lembremos que: A O 


15aº-34a* + 620º — 56a? + 53a — 35 = l (5a*- 3a? +4a - 5) y +..... 


pelo polinômio 


(5a? —-3a?+4a - 5) Z+..... 
(5a? —3a?+4a - 5) t +..... 


diniati ; 
ba aa po 
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Preparando a divisão como já foi indicado, teremos : 
15a5 — 344! + 620º — 5602 +53a — 35 | 5a? — 3a? + 4a — 5 
x+ydz+Ht+.... 
Para determinar os valores de x, y, Z, t, etc., dividamos o 
nosso trabalho em várias partes. $ 





Primeira parte: determinação do têrmo 1. 

Estando os três polinômios ordenados, o primeiro têrmo do 
dividendo, 15a, é o produto do primeiro têrmo do divisor, 5a?, 
pelo primeiro têrmo do quociente, x. Portanto, 

150º = 5a X 2 z = 3a? 

Está descoberto o primeiro têrmo do quociente: é 342. E 
fica também explicado por que é necessário dividir o primeiro 
têrmo do dividendo, pelo primeiro têrmo do divisor. 

Multiplicando 3a? por todo o divisor, e subtraindo o produto 
de todo o dividendo, teremos: 

15a5 — 34a!+-62aº — 5602 +53a — 35 

— 1505-+ 9at-— 1203+1502 ` 
(resto n. 1) — 25at+ 50a? — 4102 +53a — 35 

Se a multiplicação de um polinômio por um polinômio está 
bem compreendida, é fácil concluir que o resto nº 1 é o produto 


do polinômio 5a? —3a2-+4a — 5 


5a3 — 342440 — 5 
3d2+y+ztt+..... 





pelo polinômio 


q (5a3 —3a?+4a — 5) y + 
— 25at-+500º — 4la24+-53a— 35 = 4 (50º-302444—5) z + 
(508 — 3a? +4a — 5) t +... 
Segunda parte: determinação do têrmo y. 
Vamos então dividir o polinômio 
— 25at + 500º — 41a? + 53a — 35 


elo polinômio 
p p 5a3 — 3a? + 4a — 5. 


— 25at + 50a3 — 41a? + 53a — 35 | ba? — 3a2+4a — 5 
y+z+t+..... 
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Estando os três polinômios ordenados, o primeiro têrmo do 
dividendo, — 25at, é o produto do primeiro têrmo do divisor, 5a?, 
pelo primeiro têrmo do quociente, y. Portanto, 

— 250! = 503 X y y = —5a 

Está descoberto o segundo têrmo do quociente: é — 5a. E 
fica também explicado por que é necessário dividir o primeiro 
têrmo do resto n.º 1 pelo primeiro têrmo do divisor. 

Multiplicando — 5a por todo o divisor, e subtraindo o pro- 
duto de todo o dividendo, isto é, do resto n.º 1, teremos : 

— 25a*-+ 500º — 4102+53a — 35 | 50º — 302 +4a — 5 
+25at — 15a8 +200? — 25a aba, cr vs 
(resto n.º 2) +350º — 2102 +28a — 35 
O resto n.º 2 é por sua vez o produto do polinômio 
5a — 302 +4a — 5 


pelo polinômio z+t+...... , isto é, 
39102 UER — (5aº -3a24-4a — 5) z+ 
35a” — 210 Taa so { (5a? —3a2+4a — 5) t+..... 


Terceira parte: determinação do têrmo z. 


Vamos então dividir o polinômio 


35a — 21a? + 28a — 35 
pelo polinômio 
5a — 3a? +4a — 5. 
35a? — 21a?+28a — 35 | 5a? -3a2?+4a — 5 
z+ t +..... E 


Estando os três polinômios ordenados, o primeiro têrmo do 
dividendo, 35a, é o produto do primeiro têrmo do divisor, da?, A 
pelo primeiro têrmo do quociente, z. Portanto, 


350º = 5a? X z ERR zey 


Está descoberto o terceiro têrmo do quociente: é 7. E fica 
também explicado por que é necessário dividir o primeiro têrmo 
do resto n.º 2 pelo primeiro têrmo do divisor. 

Multiplicando 7 por todo o divisor, e subtraindo o produto 
de todo o dividendo, isto é, do resto n.º 2, teremos: 
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35aº — 2102 +28 — 35 
— 3503 +210º — 28a +35 


O resto nº 3 é por sua vez o produto do polinômio 
j 5a3 — 3@? + 4a— 5 


5a3 -3a +4a - 5 


pelo polinômio 


; têrmo t e os têrmos 
Mas o resto n.º 3 é nulo; é zero. Logo, o êrmo 
seguintes do quociente não existem, e o quociente exato da divisão 
weh À 
RR 1545 — 34at + 6203 — 56a? + 53a — 35 
ba? —- 302 + 4a — 5 


3a? — 5a + 7. 


pelo polinômio 


é o polinômio 


Série XVIII 


uar as seguintes divisões: 
iL kenita b3) : (a— b) i 12. (a2—-7a+12) ; (a — : 
S3. (1-9142 162-4): (1244440) l4. (m-+m- 72): L ) 
45 (14+523-62!):(1-2+43272) 6. (vt-81y!): (x —3y) 
sé T. (++ — abc) : (a2? +b2+c? — ab — ac — be) i 
+ 8. (15a3-— 2a? —38a+24) : (5a—4) 9. (a5—b5): (a-b). 
~ 10. (¢-12-78+6+17c): (3 —2c+e) - | 
1. (a5-D:(a-1) 
x 12. 
> 13. (x4—6ry-— y? ~ 9x?) : (Bz+y +r?) 
| 14. (m5-243):(m-—3) 
i 15. (x4—25yt+6r3y +924?) : (124592 +3xy) 
+ 16. (32m5 — 243nº) : (2m — 3n) 
17. (28-25y8-+9xtyt+6a%y?) : (z4+5yt +324?) 
6 y6): (g— E 
x E a o — 298b — Ga2b5 — 3abº) : (a? — 202b — ab?) 


Exercícios. 


(a8-6a5b + 15atb?—2003b3 + 15a?b! —Gab' + b8) : (a2—2ab+b?) 


TETEE PRETEN ao eras ESERE PAO pa a 
= DARIA EERE OEA AENN E: 
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- produza o primeiro. 


do divisor. 
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cias mm reter ema ma 


“ 20. (a? +b2+c2+20b+200e+2bc) :(a+b+c) 
v 21. (at-b!): (aº+a2b-+ab2-+-b3) 
x 22. (02-+b2-+02-+d2+2ab+2004+-20d +2be+2bd+2ed) : 
: (a+b+c+d) 
Y 23. (x5 — 324+ 1028 — 1922-+377 — 20) : (52 — 44-43) 
47. Divisão com resto. Observando as quatro divisões já 
efetuadas ($46) notaremos que : 
a) O dividendo e o divisor são polinômios racionais e inteiros. 
b) O quociente é também um polinômio racional e inteiro. 
Ora, o dividendo e o divisor são polinômios racionais e in- 
teiros, de acôrdo com a definição da divisão algébrica ($44); mas 
o quociente nem sempre é um polinômio raciona 
é, nem sempre é possível, dados dois polinômios 
teiros, determinar um terceiro polinômio também 
teiro que, multiplicado pelo segundo, reproduza o primeiro. Às 
vêzes, a divisão algébrica deixa um resto, tal qual como a divisão 
aritmética. Havendo resto; o “primeiro polinômio (dividendo) não 
é divisível pelo segundo polinômio (divisor). 
À não ser em poucos casos, 
de efetuar uma divisão algébrica, 
exatamente divisível pelo segundo 
polinômio racional e inteiro que, 


l e inteiro, isto 
racionais e in- 
racionál e in- 


não é possível afirmar, antes 
que o primeiro polinômio seja 
, isto é, que haja um terceiro 
multiplicado pelo segundo, re- 


Preliminarmente, devemos ordenar os dois polinômios de acôr- 
do com as potências decrescentes de uma mesma letra. Isto pôsto, 
é provável que a divisão se faça exatamente quando: 


a) O primeiro têrmo do dividendo é divisível pelo primeiro - 
têrmo do divisor. 


b) O último têrmo do dividendo é divisível pelo último têrmo 
Estas duas condições 
mos no parágrafo anterior. 


Entretanto, os dois polinômios dados preenchem, às vêzes, 
estas duas condições, sem que a divisão seja possível, isto é, sem 
que o primeiro polinômio seja divisível pelo segundo. E’ o que 
vamos observar no exemplo seguinte. 


resultam claramente do que aprende- 
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z5 — 34+ 102 — 1942+4167+416 | aº+õz —d Neste exemplo 


er o e O a xz?—3r1+5 estão preenchi- 
—3at+ 5r -—15r2+ 1671+16 das as duas cons 
+3at + 15x? — 12x dições dadas para que O 

+ 52 + 41+16 primeiro polinômio seja 

— 548 — 257 +20 divisível pelo segundo. 

— 211 +36 Entretanto, o primeiro 


têrmo do último resto não é divisível pelo primeiro têrmo do 

divisor. Neste caso, não podemos continuar à divisão por- 

que, se insistíssemos em continuá-la, o quarto têrmo do quo- 
? A 


21 i ; 
ciente seria (— 215): 22, isto é, = OU — 2172, e o quociente 


i i io intei ã ser em vir- 
deixaria de ser um polinômio inteiro, o que não pode 


da definição da divisão algébrica. E 
ndo bird que o resto é de grau inferior ao grau do dimisor. 


. Havendo resto, teremos : E 
5394-1043 — 1922416216 = (13452 — 4)(2? — 30-45) 
Ae +(— 217436) l 


E’ o que os estudantes devem verificar. 
Portanto, quer em Aritmética, quer em Álgebra, 


* dividendo = divisor X quociente + resto 


Ou, abreviadamente, D=dxQ+R 


Esta identidade (832) é, pois, comum à Aritmética E à Algo» 
bra. Em Aritmética, o resto R é sempre menor que o ra é 
em Álgebra, o resto R é sempre de grau inferior ao do picat A 

Quando a divisão deixa resto, O quociente pode ser oT dg 
tado com uma fração algébrica, como em Aritmética. Em relação 


ao nosso exemplo, escreveremos : 
(x5 — 31441023 — 1922 + 16x + 16) : (x3 +5x— 4) 


- — 21x +36 
=F- etot aji 


— 36 
5-374-+1008-1922-+162+16 5. — Mg da 
cida : b + 5r — 4 fa gEpo ag + 5x — 4 (842) 


Para concluir observaremos que: 





pramme 
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c) À divisão de um polinômio por outro polinômio não é pos- 
sível, quando o primeiro têrmo de um resto qualquer não é divisível 
pelo primeiro têrmo do divisor. 

E’ claro que esta condição só pode ser verificada no decorrer 
da operação. 

Observação. Não sendo possível dividir um polinômio por 
outro, indicaremos o quociente em forma de fração. E aparecem 
assim as frações algébricas. 

A fração algébrica é o quociente indicado da divisão 
de duas expressões algébricas quaisquer. 

Em geral, a divisão indicada por uma fração algébrica é im- 
possível. h 

Exercícios. Série XIX 

Efetuar as seguintes divisões, completando o quociente com 
uma fração algébrica : 

“Il (a5— b5): (a+b) 

“2 (£ê+64):(£—2) 

> (mt-Tm2+15) :(m+5) 

26 (1*-53+722-8245):(2-30+45) 

- 7. (a*—5a@+7a-— 15) : (a2 +2a— 3} 

+ 8 Qual é o polinômio que, dividido por z?+3z— 1, dá um 
quociente igual a «3 —- 212+-5x — 3, sendo o resto igual a 3247? 

: 9. O dividendo é 3xt+873—- 712 6x— 10, o quociente é 
322 -z+1l e o resto é 45-44x. Qual é o divisor? 

> 10. Quanto devo subtrair de «3 — 522+7x— 10, para que 
êste polinômio seja divisível por v- 5? 

* 11. Quanto devemos subtrair de at— 3034492 — 5a -+6, para 
que êste polinômio seja divisível por a24+2a-3? 


so 
mé 
. 


3. (mtnt): (m+n) 
4. (aè —5a?+7a-—10) : (a—3) 


I 
l 
1 


43. Divisibilidade por x — a. Façamos dois exercícios sim- 
ples ; calcular o valor numérico do polinômio zt — 213 +342 — 5r +6, 


para zx=2, e dividir o mesmo polinômio por x— 2. (Os estudantes 
fazem os dois exercícios em classe.) 


A coincidência é interessante; o valor numérico do polinô- 
mio dado, para z=2, é 8; o resto da divisão do mesmo polinômio, 
pelo binômio x —2, é também 8! 

Observemos que o polinômio dado é um polinômio inteiro 
em x eo divisor x— 2 é um binômio do primeiro grau em relação 
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ax: dizemos em Matemática que o binômio x — 2 é um binômio 
Iquer. 
rma x menos um número qualq a 
a gd repetir êste duplo exercício com outro au E 
teiro em z; por exemplo, com o polinômio Qt — Es a Eira ia 
Calculemos o seu valor numérico, para Penne ividamo-lo p 
— 8. (Os estudantes fazem também êstes dois exercícios em NE 
7 A mesma coincidência! O valor numérico do polinômio ü A 
para 2=3, é 35; o resto da divisão do polinômio dado, por z- 3, 
Eco, 
m é 35! . ; . 
E destas duas coincidências temos vontade de afirmar 


que: 


Ee i- 
da forma x menos um número qualquer, é igual ao valor que : kees 
nômio adquire, quando nele substituímos x ei Essa E E E 
á i r é uma das verdades s 
O que acabámos de afirma , a 
áti nhecida pelo nome-de tee l 
tantes da Matemática, conheci lo 
à Alembert. Mas, as coincidências nada provam em Matemá 
tica; portanto, é necessário demonstrar êste teorema. a 
"Seja 44 — 243 -+342 — 5x+1 um polinômio inteiro em e j 
g—5 o divisor, 2º4+312+187-+85 o quociente, e R o pi E ae 
Por ser o dividendo igual ao produto do divisor pelo q! 
ciente, e mais o resto, teremos : 


qt — 2734312 — 5141 = (x — 5)(23+372-+187+4+85) +R (1) 


ã rque 
E’ necessário observar que o resto R não contém E pan cA 
se o contivesse, poderíamos dividí-lo por x — 5, e então 


da divisão. (850) À Er 
H ds Ed (1) é uma identidade, isto é, ela se verifica 
x 


sempre, seja qual for o valor de 2. Neste caso, substituindo x 
5, resulta : l 
a 5! —-2X5!+3X5:-5X5+1=(5- 5)(51+3X5?+18X5+85)+R . a 
51-2X5:+3X5:-5X5+1 =0X(5'+3X5!+18x5+485) +R 
igualdade temos dois têrmos: o 
No segundo membro desta igua s 
ento €0 xX (583+3X52?+18X5+85) i e êste ed ER 
i es 
é um produto constituído por dois fatores, i 
a ger sn então, da igualdade (2), resulta : 
R=5-2x5+3x5-5X5+1 


como queríamos demonstrar. 


“O resto da divisão de um polinômio inteiro em x, por um binômio . 
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Exercício, Os estudantes deve 
verificá-lo pela divisão. 

Observação. Quando os autores enunciam o 
não dizem x menos um número qualquer ; 
êsse número qualquer. 


m calcular êste valor de R e, em seguida, 


teorema de d'Alembert, 
dizem x-a, representando por a 


Exercícios orais 


Completar os seguintes enunciados do teorema de d'Alembert : 
1. Para calcular o resto da divis 
por um binômio da forma a -b, ..... 


2. Para calcular o resto da divisão de um polinômio inteiro em m, 
por um binômio da forma m-—s, ...... 


3. Para calcular o resto da divisão de um polinômio inteiro em b, 
por um binômio da forma b— ...... 

4. Para calcular o resto 
por um binômio da forma ...... 

5. Para calcular o resto da divisão de um polinômio inteiro em (?) 
por um binômio da forma ,..... 


6. Para calcular o resto da divisão de um 
por um binômio da forma 2x — 5 


ão de um polinômio inteiro em a, 


polinômio inteiro em z, 


cce os. 


Observação. Substituir 2x por 5 é fazer 22=5 .". z=5, Portanto, - 


quando o divisor é da forma 27 — 5, substituimos 2x por 5 ou x por ; sendo 


o divisor 3x2, substitufmos 3z por 2 ou z por = ete.. 


Consideremos um polinômio inteiro em x, por exemplo, 
z3 — 1? — 13244, e caleulemos o seu valor numérico para z=4, 

Feitas as operações, verificamos 
que, para z=4, o valor numérico do 
polinômio dado é zero, isto é, o polinô- 
mio dado se anula, para x = 4. Ora, pe- 
lo teorema de d'Alembert, o resto da 
divisão do polinômio «3 — 42 1374 
! pelo binômio x — 4, é zero. Portanto, . 
êssé polinômio é divisível pelo binômio x — 4. Logo, 

Se um polinômio inteiro em x se anula pela substituição de x 


por um número qualquer a, êste polinômio é divisível pelo binômio 
X— a. 


23- r? — 13244 = 
43—42 —13X4+3 = 
64-16-5244 = 
(64+4) — (52+16) = 
68-68 = 0 


Exercícios. 


Série XX 


Sem efetuar as divisões indicadas, calcular os restos -das 
mesmas. 


1. (08+302-+5a - 10) : (a-3) 
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2. (b5 —4b3+3b) : (b—2) 
3. (ct-cid4-cdê — dt): (c— d) 
4. (28-48y+70p -y): (19) 
5. (m! — 5m3+2m2- 10): (m—1) 
6. (3442-77-15): (110) ` 
7. (yt—5y3+4+ 109º — 15y+20) : (y — 2) 
8. (at-— 5a3z + 100272 — 20028 42º) : (a — £) 
9. (at— 5a +1002 — 12a+20) : (2a — 1) 
10. (5x3 -—7x2+ 10x — 25) : (21 — 3) 


49. Divisibilidade por x +a. Dado um polinômio in- 
teiro em x, por exemplo, «3 — 522 +72 — 10, já sabemos como cal- 
cular o resto da divisão dêste polinômio, por um binômio da 
forma x menos um número qualquer; é bastante substituir 
a letra x do polinômio dado, por êste número qualquer, -e calcular 
o valor numérico da expressão resultante. 

- Consideremos agora o polinômio aº+71?+-5a-+ 12. E’ pos- 
sível calcular o resto da divisão dêste polinômio, pelo binômio 
x+3, sem efetuar a divisão ? Sim, é possível; observemos que : 

s+8=2v-(—3) | 

E, de acôrdo com o teorema de d'Alembert, para cal- 
cular o resto da divisão do polinômio a? + 7x2 + 5x + 12, por 
um binômio da forma x menos um número qualquer, O qual, 
no caso presente, é o número — 3 (menos 3) é bastante substi- 
tuir a letra « do polinômio dado, pelo número —3, e calcular o 
valor numérico da expressão resultante. 

1 O valor numérico do polinô- 
mio dado, para x= —3, é 38. 
Portanto, o polinômio dado não 
é divisível porz + 3, sendo o 
resto da divisão igual a 33. Em 
resumo : 


3 +712+52-+12 

(PAPAS 3) +12 

—27+7x9+5(—3) +12 

—274+63-—15+12 

75-42=33 

O resto da divisão de um polinômio inteiro em x, por um bi- 

nômio da forma x + a, é igual ao valor que o polinômio adquire 
quando nele substitutmos x por — a (menos a). 

Se um polinômio inteiro em x se anula, pela substituição de 

x por — a, êste polinômio é divisível por x + a. EE 


"e a 


- 





EDERE O 
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Exercícios. Série XXI 
Sem efetuar as divisões indicadas, calcular os restos das mesmas. 


1. (a +3a?+5a+10) : (a+3) - 
(b+45+3D): (D+) = > 

. (é -edt cd — dt) :(c+d) + 

(xt — 428y +Try? — yt) : (+y) 

(m +6m?+2m2? +20) : (m+-1) 

(r3+4r? — 7r —20) : (r+5) 

(at+5a3+7a2+15a+20) : (2a+1) 

. (524+713+1012+15r+30) : (1+3) 

9. O polinômio aĉê+3a5+5at+8a8+7a?+10a+20 é divisí- 


SANA 


“vel por a+2? Por que? Qual é o resto? 


di e Demonstrar que (+y +z} — (123 +93 +2º) é divisível por 
50. Casos notáveis de divisão algébrica. Em tudo o 
que se vai seguir, suporemos sempre que o expoente m é um 
número inteiro e positivo. 
E Estudemos, agora, os casos notáveis mais simples de divi- 
são algébrica. pl 
IL. A diferença entre potências com o mesmo expoente, porém 
com bases diferentes, é sempre divisível pela diferença das bases. 
Vamos demonstrar que a”— b” é sempre divisível por a— b. 
E o dividendo é um polinômio inteiro em a, e o divisor é um 
inômio da forma u— b; portanto, calculando o resto pelo teorema 


` de d'Alembert, teremos : 


am-bm=br-bm=0 


as — b5 a—b 
abra NR 
+atb -b5 ` 
— afb+a3b? Como exemplo, :dividamos 
Fab? — b aº — b5 por a—b. A divisão não 
— a3b2 -a293 deixa resto e o quociente tem 
-y uma forma fácil de memorizar. 
-@b+Habt - 
Fabt— b5 Exercícios orais 
—abt+b5 


_ Dizer os quocientes das se- 
0 guintes divisões: 
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5. (mt- nt) : (m-n) 
6. (a5—1) : (a-1) 


ia aa eaa 


1. (13-98): (@-y) 
2. (25-95) : (x-y) 
e 3. (4-1) : (x—1) 7. (12-92) : (xy) 
| 4. (13-28) : (x-2) 8. (03-33) : (a-3) 
9. (m5-25) :(m—2) 
| II. 4 soma de duas potências com o mesmo expoente, porém Bono casulo: a ACTA la und di 
com bases diferentes, não é divisível pela diferença das bases. 


z a b por a+b; acharemos os seguintes quocientes completos : 
i Vamos demonstrar que a”+b” não é divisível por a—b. prog 
i O dividendo é um polinômio inteiro em a, -e o divisor é um 


O dividendo é um polinômio inteiro em a, e o divisor é um 
binômio da forma a+b; portanto, calculando o resto pelo teo- 
rema de d'Alembert, isto é, substituindo a por —b, teremos: 

am bm = (—-b)m— bm 

Sendo m par . . (-bm-bm=Lbm-bm=0 

Sendo m ímpar . . (-b)r-bm=-bm—bm = —2bm 


— 


e, us as o a a» 








——— = q3-a2btab2—b3 
binômio da forma a—b; portanto, calculando o resto pelo teo- x ja A m 
t rema de d'Alembert, teremos : ki i "i a P TA 
m b” = b™ m — m 
i a” + 


a+b 
Como vemos, é fácil memorizar a forma do quociente, obser- 
vando com atenção que, em relação ao terceiro caso, os têrmos 
do quociente são alternadamente positivos e negativos. 
Observação. Os estudantes devem efetuar as duas divisões, na classe. 


Como exemplo, dividamos aº+bº por a—b. Verificaremos 
j: que a divisão deixa um resto igual a 2bº. „Quanto ao quociente, 
at+a8b+a?b?+ab?+bt, tem uma forma fácil de memorizar. 
; Observação. Todos os estudantes fazem esta divisão, na „classe. Em 
K seguida, o professor mostra-lhes como se pode aproveitar a divisão relativa 


| ao primeiro caso, para exemplificar o segundo; é bastante mudar o sinal do 


Exercícios orais 
têrmo -b5 do dividendo. f 





a Ra ER LP) 5 (mtas): (m+n) 
t Em relação ao KEAN T nen a DERS h 2. (15-95) : (x4+9y) I 6 (0-1) : (a+1) 
te com poe rica. For exemplo, 2y5 3. (zt-1) : (+1) ! (2-9) : (+y) 
e dry taty 5 4. (13-28) : (249) I 8. (at-3t) : (a+3) 


5_ 95) . 
Exercícios orais 9. (m5-—25) : (m+2) | 
IV. A soma de duas potências com o mesmo expoente, porém 


com bases diferentes, é divisível pela soma das bases, quando o ex- 
poente é impar. 


l. (+) : (x—y) i 5. (mitnt): (m-n) ` À 
- (28495) : (x-y) 6. (a5+1) : (a-—1) 


ty 


| 

| 

l . . . 

| Dizer os quocientes completos das seguintes divisões :. 
| 


om sam a a my aaa aA 


Rd ) Vamos demonstrar que a”-+bm é divisível por a+b, quando 
3. (4+1) : (x—1) T. (+y) : @-y o expoente m é ímpar; sendo par, a divisão deixa um resto igual 
4 (+2) : (0-2) 8. (+39 : (0-3) 


a +2b”, 
9. (m5+25) : (m—2) 








HI. A diferença entre potências com o mesmo expoente, porém 
com bases diferentes, é divisível pela soma das bases, quando o ex- 
nte é par. Ba 
Ka Faba demonstrar que a™— b” é divisível por a+b, quando 
o expoente m é par; sendo ímpar, a divisão deixa um resto igual 
a —2b”. 


O dividendo é um polinômio inteiro em a, e o divisor é um 
binômio da forma a+b; portanto, calculando o resto pelo teo- 


rema de d'Alembert, isto é, substituindo a por —b, teremos: 


artbr=(—-b)m+-bm 
Sendo m par ... .(—b)” +b” = +br4+b™ = -+-2pm 
Sendo m ímpar . (= brthm=-b”Lbm=0 
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Como exemplo, dividamos at+bt por a+b e depois as+b5 
por a+b; acharemos os seguintes quocientes completos : 








PR id 2 pay 2 
P a dad 
53 p5 

z = = at-abalb2?— ER? 


Também é fácil memorizar a forma dêstes quocientes, os quais 
são análogos aos quocientes obtidos no terceiro caso. 
Observação. Os estudantes devem efetuar as duas divisões, na classe. 


l Exercícios orais 
1. (3+4) : (+y) i 5. (mt+nt) : (m+n) 
2. (25495) : (+y) 6: (+1) : (at) . 
3. (z5+1) : (v+1) l T. (2+4) : (@+y) 
4. (31423) : (1+2) I 8. (at+3º) : (a+3) 
9. (m5+25) : (m+2) 

5l. A divisibilidade em Algebra. Número primo é o nú- 
mero que é divisível sômente por si mesmo e pela unidade; os 
números 13, 17, 29, são primos. Número composto é o número que, 
além de ser divisível por si mesmo e pela unidade, é ainda divisível 
por um ou mais números diferentes de si mesmo e da unidade; 
os números 15, 22, 35, são compostos: 

. De acôrdo com a definição da divisão algébrica ($44) um 
polinômio tem uma infinidade (*) de divisores numéricos. Por 
exemplo : A b » 
a+b :3 =z tza ts pre = 

A “êstes divisores numéricos daremos o nome de constantes: 

Por analogia com a classificação dos números em primos e 
compostos, diremos : 

Um polinômio racional e inteiro é primo quando é divisível 
sômente por si mesmo e por uma constante. Os polinômios x — y, 
2a — 3b-+c, são primos. 


vm re mt ma tt toe oe 





. (*) Uma infinidade de divisores significa tantos divisores quantos 
quisermos. 
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Um polinômio racional e inteiro é composto quando, além de 
ser divisível por si mesmo e por uma constante, é ainda divistvel 
por um ou mais polinômios diferentes de si mesmo. Os polinômios 
mi—-n?, +g, r?+2ry+y?, a?—7a+12, são compostos. 

Observação. As mesmas definições se aplicam com as devidas restri- 
ções aos monômios racionais e inteiros. 

Decompor um número em fatores primos é transformá-lo em 
um produto de fatores primos. Por exemplo, 30 = 2 X 3 X 5, 
40 =2X5, 36=22X32, ete.. 

Fatorar uma expressão algébrica é transformá-la em um pro- 
duto de expressões algébricas. Por exemplo, 

ty =2Xy 1 m-re =(m+n)\(m-n) 
+d = (c+d)(c2 — cdt-d?) 2 +2ay-+y2 = (+y)? 
a2+7a+12 = (a+3)(a+4) Í 

A fatoração algébrica é uma operação, em geral, extrema- 
mente difícil. Nestas lições elementares estudaremos apenas os 
casos. mais simples de fatoração, e-indispensáveis para que os 
estudantes possam continuar com facilidade o seu curso de Ma- 
temática elementar. 


52. Fatoração de um monômio. Neste caso não há di- 
ficufdade alguma porque a parte literal do monômio está mos- 
trando quais são os fatores que a constituem; é bastante decom- 
por o coeficiente em seus fatores primos. Por exemplo, 

5a2b = 5Xa2xXb i Gama? = 2X3 Xa XMXT? 

8abc = BXaXbdXec | 10778 = 2X5X213Xy 

E’ útil observar que uma letra qualquer m pode representar 
um número primo ou composto; com efeito, m pode ser igual a 
7, 10, 13, ete.. Mas, enquanto não dermos a m um valor numérico 
qualquer, m será um monômio primo, por ser divisível sômente por 
si mesmo e por uma constante. Entretanto, o monômio 3m é com- 
posto porque, além de ser divisível por si mesmo e por uma constan- 


porque, além de ser divisível por si mesmo e por uma constante, 
é também divisível por a, a2, b, 5a, 5a2, 5b, ab, a2b e Sab. 

Para calcular todos os divisores de um monômio, podemos 
proceder como em Aritmética. (E.M.P.V.$118) 


te, é também divisível por m ; o monômio 5a2b também é composto | 


E da A 
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53. Fatoração de polinômios. Os polinômios que vamos 
fatorar serão sempre racionais e inteiros, e o nosso fim, fatorando 
tais polinômios, consistirá em determinar os seus fatores primos, 
mas com uma restrição: tais fatores deverão ser polinômios 
racionais e inteiros, não sômente em relação às letras, como 
também em relação aos coeficientes. r 

Observação. Um ou alguns dos fatores poderão ser monômios. 

Consideraremos alguns casos simples. 

I. Caso do fator comum. Seja o binômio 15a?— 10ab. 
Os dois têrmos dêste binômio são divisíveis por 5a; logo, 

(15a? — 10ab) : 5a = 3a — 2b (A) 

Por ser o dividendo igual ao produto do divisor pelo quo- 

ciente, resulta : i 
15a? — 10ab = 5a(3a — 2b) (B) 


Na identidade (B) o primeiro membro é uma soma algébri- 
ca: (+15a?) + (—10ab); o segundo membro é um produto: 
5a X (3a — 2b). Dizemos então em Álgebra que a expressão 
15a? — 10ab está fatorada e que seus fatores são 5a e 3a — 2b. 

Sendo os dois têrmos do binômio 15a?7—-:10ab, divisíveis por 
5a, dizemos que 5a é um fator comum aos têrmos do binômio e, 
quando escrevemos 


15a? — 10ab = 5a(3a — 2b) 

dizemos que o fator 5a foi pôsto em evidência. Portanto, 

Para pôr um fator em evidência, divide-se a expressão dada por 
êste fator e escreve-se que a expressão dada é igual ao divisor multi- 
plicado pelo quociente. 

Na prática, a identidade (A) é dispensável, escrevendo-se logo 
a identidade (B). 

Exercício. Fatorar o trinômio 3a2x — 6b2x +12. 

Solução. 3a2x— 6b?x+12x = 3x(a? — 2b2-+4) 


Série XXII 
Fatorar as seguintes expressões : 

i. -a i 4. 6a? +9a—3 i 7. 9a— 18ab 

2. 4+4a i 5. 5x—10 

3. ab?+ab ! 6. ab-+ab? 


a 


Exercícios. 


i i 10. y+ey 
i 8. y+ry? -ry I a@-— a? +a 
19. z?— 5r 1 12. ab- 3abc+-a?b 





i 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
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Fatorar as seguintes expressões : 
13. 5yt—3y3 -+74 — 4y | 14. 260% — 39a2b2+52ab? — 9 lab 
15. 8lzty-— 135r3y?+243x?y3 | 16. 35abc — 42abd + 49abe — Tab 
17. 34mn+5imên — 119m3 18. v8yt — xy + rys — göy 
II. Fatoração por agrupamento. 
pressão algébrica PR RR E T 


- E” um polinômio de quatro têrmos, os quais não têm fator 
comum. Parece, à primeira vista, que êste polinômio não pode 
ser fatorado. Entretanto, observando que o fator a é comum aos 
dois primeiros têrmos, e que o fator b é comum aos dois últimos, 
podemos escrever : 


ac + ad + be + bd = (ac + ad) + (be + bd) 


Consideremos a ex- 


ac + ad + bc + bd = a(c + d) + b(c + d) (A) 
Consideremos o segundo membro da identidade (A), isto é, 
a(c + d) + b(c + d) 


Os dois têrmos desta expressão binômia são divisíveis por 


ERAS topa; a(c+d) +b(c+d) + b 
c+d = a 
a(c-+d) + b(c+d) = (c+d)(a+b) (B) 


Voltando à identidade (A) e substituindo o segundo membro 
pela expressão equivalente (c+d)(a+b), resulta: 


ac+ad+bc+bd = (e+d)a-+d) 


Exercícios-modêlo 

1. Fatorar x?— az- bz+ab 

Solução. qx?—axr-—br+ab = (x? — azr) -— (bz — ab) 
r? — ax- br+ab =a(x—-a)-blx—a) 
z? —ax—br+ab = (x-a(z—b) 

2. Fatorar a3`+a?+a+1 

Solução. a-+a?+a+1 = (a3-+a?) + (a+1) 
a +a?+a+1 = a? (a+1)+(a+1) 
@+a?+a+1 = (a+1)(a2-+1) 
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Exercícios orais ` 
Fatorar as expressões seguintes : 
1. a(x-y+b(z—y) 1 2. 2a(37—5y) — Tb(3x — 5y) 
3. a(b-o)+(b—c) | 4 (2x—5)—al2xr-— 5) 
5. 4b(ctd)4-5a(e+d) ! 6. z(a—b)+y@b-—a) 


Observação. Em relação ao sexto exercício parece, à primeira vista, que 
os dois têrmos da expressão binômia z(a — b)+y(b— a) não têm fator comum ; 
com efeito, a — b não é o mesmo que b—a. Entretanto, com um artifício muito 
simples, êste fator comum vai aparecer. na . 

Em primeiro lugar observemos que, multiplicando uma expressão algé- 
brica por (— 1)X(-— 1), ela não se altera; com efeito, (= Dx(- D=+1 e, 
se multiplicarmos uma expressão algébrica por 1, ela não muda de valor. 
Portanto, 
e(a-b)+y(b-a) = z(a—b) +y(b—a)(—ID(— 1) 

z(a-b) +u(b-a) = z(a -b)+y(- D- a 1) 
e(a-b)-+y(b-a) = z(a-b)— y(a —b) 
z(a—b)+y(b-a) = (a— bz —y) 

Regra. Em um produto constituído por expressões algébricas, podemos, 
quando nos convier, mudar o sinal de dois fatores, sem que o valor do produto 
se altere. AE 

Exemplos. a(b-co(z—y) = a(c—b)y—z) 

a(b-clz—y) = —a(c—b)a —y) 
a(b-cr—y) = —a(b-cy-—a) 


Exercícios. Série XXIII 
Fatorar as expressões algébricas seguintes : 
“1. actad-be—bd i` 10. 20—y-+4a2? — 2xy 
Z 2 6y—27x?y -— 1004-4578 li. v-x-a-tas 
/ 3. ax—ay- baby 12. be+bzr-— cs -— zr? 
r4 l—-p+4-—pq 13. vt— a?r? — b?r?-{4-a?b? 
; 5. yY —4yt+ ry- 4r 14. mr+mn+az+an 
: 6. abx—aby+pqz-— pqy 15. 222+6a2x+3bx+9ab 
T. ay—by—ab+b? 16. cdx? -cxyt-day— y? 
8. abcy — b2dy — acda +bd2x 17. cdz2— cyz-tdyz — 4 
- 9. abtay-by—y 18. 2+x+4+<z+1 


II. Caso do trinômio quadrado perfeito. O quadrado 


de um binômio é sempre um trinômio.($ 32) 
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(a+b)? = a2+2ab+b2 (21+5)2 = 4r? +201 +25 

(a— 3r} = a? — bar 492 (2m — 3n} = 4m? — 12mn+9n? 
Entretanto, nem sempre um trinômio é quadrado perfeito. 
Para que o seja, é necessário que: É 

a) Dois têrmos sejam quadrados perfeitos. - 

b) O terceiro têrmo seja o duplo produto das raízes quadradas 
dos dois têrmos que são quadrados. 
Consideremos o seguinte trinômio : 

l 25a? + 60ab + 36b? 


O primeiro e o terceiro têrmos são quadrados perfeitos, cujas 
raízes são 5a e 6b. Ora, 2X5aX6b = 60ab. Portanto, o segundo 
têrmo, 60ab, é o duplo produto das raízes quadradas dos têrmos 
25a? e 36b2. E concluímos que o trinômio 
25a2 + 60ab + 36b2 
é o quadrado do binômio 5a + 6b. Podemos então escrever : 

2502 + 60ab + 36b2 = (5a +-6b) 


e pae um mem à 


“Fica assim o trinômio 254º +60ab+36b2 transformado em, 


um produto de dois fatores, a saber (5a+6b) X (5a+6b). 

Se o trinômio dado fosse 2542 — 60ab-+36b? escreveríamos : 

25a2 — 60ab + 36b2 = (5a — 6h)? 

Consideremos agora o trinômio 

25a? + 40ab + 36b2 

Este trinômio não é um quadrado perfeito porque não existe 
um binômio que, elevado ao quadrado, o reproduza. Se êste 
binômio existisse, deveria ser formado: pelas raízes quadradas 
dos têrmos 25a? e 36b2; portanto, seria 5a + 6b. Ora, 

(5a + 6b} = 25a? + 60ab + 36b2 

Regra. Para fatorar um trinômio que é quadrado perfeito, ex- 
trai-se a raiz quadrada dos dois têrmos que são quadrados, e ligam-se 
estas duas raízes com o sinal do têrmo que não é quadrado. 

Exemplo. Fatorar o trinômio 1622 — 24xy+9y2. 


y 16x? = 4x V9y? = 3y 


16x? — 24ry+9y? = (4x — 3y)?2 




















78 Elementos de Matemática 


Observação. O primeiro passo, ao iniciar a fatoração de um 
polinômio, é verificar se êle contêm um fator comum e, no caso afir- 
mativo, pô-lo imediatamente em evidência. 


Exercícios. Série XXIV 
Dizer se os trinômios que se seguem são ou não são quadrados 
perfeitos e justificar as respostas. 
1. a2+4ab+4b? | 4. 4902-24cd+16d2 i 7. a24+2ab-d? 
2. 42-12y+9 i 5 m+mn+n? I 8. 42+107+25 
3. a- 2a+1 | 6. d+2ab+b? 19 at+2a?b?+b? 
Nos trinômios que se seguem, substituir o ponto de interro- 
gação por um têrmo tal que o trinômio seja um quadrado perfeito. 
10. 2- (D) +y 115. (?)+2r+1 20. x?—(?)+400 
11. 16a?—(?)+92 ! 16. (?)+4r?y?+4y* ! 21. y*—20y?+(?) 
12. z?+(?)+196 | 17. 4a2?+(?)+9b? 22. (?)-—4ab+4b? 
13. 9r2yt — (?)+25z4 | 18. x2+(?)+36 23. (?)-—2abcd+ ed? 
14. a?—8a+(?) i I9. 4at+(?)+9b4 ! 24. (?)+12ab+0? 
Fatorar os trinômios que se seguem. 
25. x?+14r+49 1 30. a2+6a+9 
26. m?-12m+36 | 31. a?-100+25 
27. q2º-41+44 1 32 a? — 200a + 10 000 
i 
i 


35. x?—8r+16 
36. at—2a?b?+b4 
37. 22487-416 
28. 1+18r+81x? 33. 12+10rs+-25s? 38. m2-12m+36 
29. r?—12r+36 34. x?— 2x41 39. xt+2ry?+yt 


- JV. Caso da diferença de dois quadrados. Já aprende- 
mos que (832): tina) é dp 


da e us tm ia ms dm 10 e a? 


Reciprocamente, 

a? —b2 = (atb)(a—b) 

Regra. Para fatorar uma diferença entre dois quadrados, ex- 
trai-se a raiz de cada quadrado; a soma das duas raízes é o primeiro 
fator, e a diferença das mesmas raízes é o segundo jator. 

Ou, ainda: l 

A diferença entre dois quadrados é igual à soma das raízes dos 
dois quadrados, multiplicada pela diferença das mesmas raízes. 








SO mens 
, 


Exemplo. Fatorar o binômio 302 — 9b? 
V3a? = 24 V9b? = 3b 
4a? — 9b? = (2a+3b)(2a — 3b) 


Exercícios. 


Série XXV 
Fatorar os binômios seguintes : 


l. a2- b? i 8. a2-4 | 15. 22-9 1 22. 402—b? 
2 1622-4? 1 9. at-1 116.42-1 0 123 344-3 
3. 2522-3692 110. 42-25 | 17. 25a4—16 1924. 4ar?— 25a 
4 41?— 4y? 11. 3604-4992 1 18. 442 25. a®— b6 
5. aœ-ad? 112. 2-1 119. 9— 4a? 126. at—81 
6. a?z—-4e |13. z2—1 120. 1—25a? oa 
| l . $ ] . qam—m 
T. 922-4y? 114, 22-25 127. 4902-1002 | 28. mam 
29. ar?— 25a 30. 10072 121? 
31. atá | 35. 81- | 39. ziyb-a 
32. at-1 i 36. 10000ctd!—1 I 40. abt] 
33. 8lat-16 1 87. 62527t-16yt l 4l 16rt-1 
34. Zatz —-2bir ! 38. 3bmt-Bbnt l 


42. 5ct— 5 


v. Caso do trinômio do segundo grau. As expressões 
algébricas 
42 —7x1+12 y—8y-+15 22+92+20 
são chamadas trinômios do segundo grau. Com efeito, cada uma 
destas expressões é um trinômio porque se compõe de três têrmos ; 


é do segundo grau porque o têrmo de grau mais elevado é do 
segundo grau. 


Chama-se trinômio do segundo grau o trinômio, que contém ` 


uma letra (uma variável) a qual figura nos três têrmos do trinômio 
com os expoentes dois, um e zero. 


Não esqueçamos que os três trinômios dados se podem escrever : 
q2—- 727141279 vº— 8y! + 157º 22+927114202º 
f Em geral, êstes trinômios provêm da multiplicação de dois 
binômios da forma x—- a e x — b. ($32) Já vimos como se multi- 
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plicam dois binômios desta forma; o que vamos fazer agora é 
o inverso, isto é, dado um trinômio do segundo grau, por exemplo, 
a? + 10a + 21, determinar os dois binômios que, sendo multi- 
plicados um pelo outro, O reproduzem. 

Consideremos o trinômio a?+1la+30. Em primeiro lugar 
FESP NS a2+11a+30 = (a+ ?a-+ ?) 

O primeiro têrmo de cada um dos fatores binômios é a; os 
dois segundos têrmos devem ser dois números tais que sua soma 
seja +11, e seu produto, +30. (832, 6.º fórmula) E” fácil veri- 
ficar que êstes dois números são 5 e 6. Logo, 

l a2? +1la+30 = (a+5)(a+6) 

Seja o trinômio x? — 71+12. Escreveremos : 

q2—T72+12 = (x+ Da+ ?) 

A soma dos segundos têrmos é — 7, e o produto, +12. 

Se o produto dos segundos têrmos é +12, segue-se que os 
segundos têrmos são ambos positivos ou ambos negativos. Mas a 
soma dos segundos têrmos é — 7; logo, os dois são negativos. 
E facilmente descobriremos que os dois números cuja soma é 

— 7 e cujo produto é +12, são os números — 3e —4. Portanto, 
q2—-T2x+12 = (2—-3)v—4) 

Seja o trinômio a2-+2z7— 15. Escreveremos : 

2+2x- 15 = (2+ (a+ ?) 

O produto dos segundos têrmos é — 15; logo, um dêies é 
positivo, e o outro, negativo. Mas a soma é +2; logo, o têrmo 
maior, em valor absoluto, é o positivo. E podemos escrever : 

2+22- 15 = (x+ Mu —?) 

Os fatores de 15 são 15 e 1 ou 5 e 3. Ora, os fatores 15 e 1 
não servem porque (+15)+(— 1) = +14. Considerando os fa- 
tores 5 e 3, teremos: (+5)+(—3) = +2. Portanto, 

2+2x- 15 = (x+5)(v-—3) 
Finalmente, considerando o trinômio m?— 3m— 28, teremos : 
mê-3m—28 = (m+ ?)(m+ ?) 
m2—3m-— 28 = (m— ?)(m+ ?) 
m2-3m—28 = (m—7)(m+4) 
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Exercícios. Série XXVI 


Fatorar os trinômios seguintes : 


<L 2+lzt2 i “9. b2—-7b+6 i 17. a2-Be+12 
2 12-72+10 | 10. @+1la-12 à 18. y?-7y-18 
3. 2+62-7 ! 1i. m?-Gm—36 ] 19. z?2-+5r-— 84 
4. 1º-82-28 I 12. 22-82-20 ! 20. +21d+110 
5. m+13m+12 | 13. 2+3c+2 | 21. y2—Ty+12 
6. a+5a+6 | 14 22-172430 | 22 a?+5a—14 
T. a —8a+12 .| 15. m?-13m+30 | 23. a2ta-42 
8. O Te+12 | 16. 22-162+15 1 24 422-35 
25. a2x24-14abyz+33b2 i 29. mint +20mn?pg+51p%42 


/ 


30. a2+29ab+-100b2 
31 22224 9vyz — 22 
32. a8+15at- 100 


26. xt — 4a?r2?+3at 
27. ab — 11a?b3 +30 
28. y? — 15ay +502 


pe pu me me cr mm e 


No caso de fatoração que estamos explicando, isto é, no c 
em que a expressão algébri É não”: 
Es io gébrica que queremos fatorar é um trinômio ` 

gundo grau, nem sempre o coeficiente do têrmo do segundo grau . 


é a unidade. 


Consideremos o trinômio 422-+137+3. Para fatorá-lo, vamos 


recorrer a um artifício. 


Multiplicando-o e dividindo . 
-O . 
valor não se altera. Portanto, por 4, coeficiente de x2, seu 


424 13043 = 1022+ 18X 42 + 12 

Sendo 16x? um quadrado perfeito, em escrever: . 
4202413043 = Eua 2t 

Fazendo 47 = m, no segundo a 
422 + 13743 = w a 

Fatorando o trinômio ana 
422418043 = Mt 12)em + 1) Dm +D 
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o meme 


rm mena nao mm memo 


Substituindo m pelo seu valor 4x, 


42413243 = (4x + Tede + 1) 


Pondo 4 em evidência, no binômio 4x + 12, 
42413243 = de + Ste +) 
Simplificando, 
492413243 = (24+3)(42+1) 
Exercícios. Série XXVII 
1. Fatorar o trinômio 2r? +5r+3. 
Sugestão. Multiplicar e dividir por 2. 
2. Fatorar o trinômio 312 -x— 10. 
Sugestão. Multiplicar e dividir por 3. 
Fatorar os trinômios seguintes : 


. 5a?—38r-16 i 9. 1102-230b +26 i” 15. 202 — 5ab+2b? . 


10: 6x?+5r-4 i 16. 2+z-— 1522 
| 1l. 1222-52-21 17. 9024302 
V 6. 6a2+7a-20 12. 322471+2 | 18. 402+80+3 
{ 7. 10724130 —-3 13. 4r2?+1lxr-3 | 19. 1202-7a+1 
8. 8a2414ob- 15b? | 14. 202-13ab+6b? 1720. 302205 


Mais tarde, quando estudarmos as equações do segundo 
eral para fatorar O trinômio do segundo grau 


+3 
+ 4 6a?+7a-5 
5. 3a? +8a+5 


an mea ma o a a o S 


Observação. 
grau, aprenderemos uma regra g 
da forma az? +br+c. 

VI. Caso da soma ou diferença de dois cubos. Consi- 


deremos os binômios 
a8 — b3 a8 +b 


Já sabemos que: 
(a-b?) : (a—b) = a?+ab+b? (850, 1.º caso) 
(a3-+53) : (a+b) = 02 — ab+b? (850, 4º caso): 
Portanto, a-b = (a-b)a2-+ab+4-b?) 
a+b? = (a+b)(a? — ab+b?) 
Exercícios. Série XXVIII 
Fatorar os seguintes binômios : 
1. 8a3—-27b? 





| 
| 
| 
| 
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Solução. 8a? — 27 = (2a)? — (3b)3 


8a? — 27b = (2a — 3b) [ (2a)? +2a 
| X3b+ (3b) 
8a3 — 27b3 = (2a — 3b)(4a?+6ab -+ 9b2) i l 


2. 80-27 i 6 HS ! 10. 64+y3 L I4. a34+64b3 
% : -8 7. a8-b8 l 1]. 274823 I 15. a — 12563 
. +s I8 3+8 i 12. 12523-983 | 16. 8a3b3—1 

5. B-64 i 9. 82—125 1 13. 29498 l 


17. abs — d3 
VII. Caso do trinômio aí 
A o at + a?b? + bt. N i i 
; lc - Neste t 
É Linia at e a são quadrados perfeitos. Entretanto, o nino 
Re ria rado perfeito, porque o duplo produto das raíze 
os dois têrmos quadrados é 2a?b? e o têrmo do meio do findo 


4 2 4 1 
a*-+a?b?+b* é a2b2, Ora, é evidente que o trinômio não se altera, - 
2 


se lhe somarmos a2b? e, em segui i 
, €I guida, subtrai 242 á 
arabe ts E Rb DÊ ua So 5 b2. Teremos: 
at+a?b?+-b4 = at+92a2b2-+b! — a2b2 
atta?b2+bt = (a? +b?) — a2b? 
at+a?b?+bt = (02+b2-+ab)(a?+b2 
— ab 
Port Sm die (až Lab + EX = ab 4 6º) 
ortanto, para fatorar um trinômio d 
2. af 4 2 
necessário somar-lhe e subtrair-lhe um rao iie ira E ão 
ique transformado em uma diferença de quadrados A 


Exercícios. Série XXIX 
Fatorar os seguintes trinômios : 
1. 4at-3702b24-9bt 
N. B. Escrever -12a?b2-25a%? em lu i 
gar de —37a2b?, 
E pe Se (Somar e subtrair 9a2b?) 
» aee — 1522yº+121y* (Somar e subtrair 1692292) 
4. 9at+3a2b? + 4bt A 5. 4x4 — 37x? Y2 +9yt 
nada Nz2y+yt i 7T. 9at+38a2?b2-+49b4 
I. Caso da soma ou diferença de duas potências 


8 


l. Fatorar o binômi 
. inômio at— bt. De acô 
de fatoração, teremos : rdo com o quarto csao 


À 

Í 

a 

A 

a 

q 

q 
sa 











84 Elementos de Matemática 


at- bt = (a24+b2)(02 — b?) = (02 +52)(a +b)(a — b) 
2. Fatorar o binômio a-b. Lembrando o primeiro caso 
notável de divisão algébrica (850), teremos : 
aš — b5 = (a— b)(at+a3b+a?b?-+ab?+0$) 
3. Fatorar o binômio aº- b8. De acôrdo com o quarto caso 
de fatoração, resulta : 
as — bë = (08-+53)(a? — b?) 
Mas os binômios a3-+b3 e a3—b? podem ser fatorados, de 
acôrdo com o sexto caso de fatoração. Logo, 
a8 — bë = (a+b)(a2 — ab+b?) (a — b)(a2+ab+b?) 
4. Fatorar o binômio a” — b7. Lembrando o primeiro caso 
notável de divisão algébrica, teremos : 
o amba (a—b)(a8-+asb-+rasb2 + 083 + a2bt+ abs +bº) 
5. Fatorar o binômio a8-—bs. 
a8—b8 = (at-+b)(at — b$) 
a8—b8 = (atb) (a+)? — 0?) 
a8 —b8 = (at+b*)(a?+b°)(a+b)(a — b) 
6. Fatorar o binômio a? —bº, 
a? —b? = (033 — (b3)3 
aº—bº = (a3 — b?) [ (03)? +a3b3 + (632) 
a? —b? = (a — b)(a2-+ab-+b?)(aº -+a +09) 
7. Fatorar o binômio at? — bio. 
alo —b10 = (a5 +b) (aë — b5) 
E, fatorando os dois binômios do segundo membro (§50) 
teremos: mo. pro = (a+b)(at-— a3b-+a?b? — ab3+b4)(a— b) 
(at+a3b-+a?b?+ab? +04) 
Em resumo, para fatorar binômios da forma «”— b”, é ne- 
“ cessário recorrer ao quarto e sexto casos de fatoração algébrica, 
e aos casos notáveis de divisão algébrica. 
Entretanto, nem sempre é possível fatorar binômios da forma 
am+b™, Em primeiro lugar, lembremos que êste binômio nunca 
é divisível por a— b, e é divisível por a+b, quando m é ímpar. 
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1. Fatorar o binômio a3+b3 à 
pen o a+b. Pelo sexto caso de fatoração, 
as +b3 = (a+-b)(a2 — ab+b2) 
2. Fatorar o binômio at+bt. Não é possível. (850) 
3. Fatorar o binômio ašï+%5. 
a5+b5 = (a+-b)(a! — ab + a2b? — abs +b4) 
4. Fatorar o binômio at-+b8, 
a8º-+b8 == (a2)8 + (b2)3 
a8+b8 = (a2-+b2) [2 — ab? + (62)? ] 
a+b = (a2-+b2)(at — a2b2 +05) 
Em resumo, para fatorar binômios da f. m 
am n a forma a™+b™, temos 
epi o = caso de fatoração e ao quarto caso notável de 
Exercícios variados de fatoração. Série XXX 
Fatorar as seguintes expressões algébricas : 
1. cdr? +adxy — bexy — aby? 2. 121at— 28602y-+169y2 


i 
“3. 8lat+23a2b?+16b4 i 2 
AA ! 4. alxtI9abrA-Bb2x 
Sam — 100m l 6. (v+1I)2-(y—- 1)? 
7. 4224+13143 
T T+ À 8. 64a? — 1 00053 
9% a@+2ar+r?+4a+4r ! 10. (x? — zx- 6)(x2-— zx- 20) 


1. (x—y)(z?-—a?)-— (x — a)r? - y2) 

12. 4- xr? — 2r — zt 13. 23 —3ry — 2243+ 6yt 
14.: (ax+by)2= 1 15. ax? -— 2axy-+ay? — az? 
16. -3ay2+5lay+ 180a 17. 5a?—115a+660 
18. 3a2— 6ab-+3b2 — 342 19. alo-995—-10 
20. 0313-+216 21. (+ — e 
22. 02-b2-a-b 23. 49x —-y)2 —25(a — b} 
24. 233-124+7-1 25. 272+137+418 

26. Tx(2x — 5y) — 2y(2x — 5y)+ (5y — 2x) 
54. Máximo divisor comum. Máximo divisor comum de 


dois ou mais números é o maior núm vi 
ero que os divid ; 
resto. (E.M.P.V. §§99 a 107; §120) i Oy Aek derea 


e, e a e e e e ETS 


a ~ e = re ams EE E ceara 
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Há, em Aritmética, dois processos distintos para calcular o 
m. d. c. de dois números : 

a) o das divisões sucessivas. 

b) o da decomposição em Jatores primos. 

O segundo consiste em decompor os números dados em seus 
fatores primos, tomar os fatores primos comuns a êstes mesmos nú- 
meros, com OS seus menores expoentes, e multiplicá-los. O produto 
obtido é o m. d. c. dos números dados. Podemos então dizer que : 

O m.d.c. de dois ou mais números é o produto dos fatores 
primos comuns a êstes mesmos números, cada um dêles tomado 


com o seu menor expoente. 
Vejamos agora como proceder: para calcular o m. d. c. de 


duas expressões algébricas racionais e inteiras. 
Primeiro exemplo. “D(302b, 6ab?c, 10abd) = ? 
Fatorando os três monômios, teremos : 
302b = 3X Xb E observando que os fatores 
Gabo = 2X3XaXb Xc comuns aos três monômios são 
10abd 2X5XaXbxXxd | 4e b, podemos escrever: 
D(3a2b, 6ab?c, 10abd) = ab 


var que ab é o m. d. e. dos três monômios dados, 
dêntico ao que fizemos no livro E.M.P.V.§ 120. 


, 
I 
I 
I 
l 


Observação. Para pro 
podemos fazer um raciocínio 1 


Segundo exemplo. D(6a3b2, 9a2btc, 12aºbêd) =? 
6a3b? = 2X3 Xa Xb? 
9aZbtc = 32? Xa? Xbt Xc 
12a5b3d = 2X3 Xa#ë X Xd 
D(6a3b?, 9a?btc, 12a5b?d) = 3a?b2 
Terceiro exemplo. D(16x? — 4’, 12r- 3y) =? 
. 1622-4? = (4r+y)(4r— y) 
12x — 3y = 3(4xr — y) 
D(16x2- y2, 12x- 3y) = 4r- y 
Dêstes três exemplos concluímos que : 
O m.d.c. de duas ou mais expressões algébricas racionais e 
inteiras, é o produto dos fatores primos comuns a estas mesmas ez- 
pressões, cada um dêles tomado com o seu menor expoente. 
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Exercícios. Série XXXI 


Calcular o m. d. c. das seguintes expressões : 
1. x?y, ry à 4 6% 3 i abt 
E kA k ü 9ab : ! T. Tatb!, 14a8b4 
} 15 zy 2, gyz | 8. 25ryz, 30r3y 
3. 2ry, 4ab i 6. 5atb, 15ac | 9. 9mên, 15n?r 
10. 4abc, 6a?bd, 8aèbe ' 
ll. 7x2yz, 14xºy2z, 210y3z3 
12. 22mênº, 33mêntr, 44mônts 
13. 5(a—b)c, 10(a-—b)d, 15(a—b)e 
14. 2a(x—y)2, 30x —-y)3, Bar —y)! 
15. (a+b?(z-y), (a+bPB(z+y) 
16. 6a-b(z—y), Ma-—b)i(r —y? 
17. 3(a—b+c), 6(a-b+od, Ma-btom 
18. (22-3)b, (2a—3)b?, (2a —3)b3 
19. 22-y?, 224+2xy+y? 
-20. 2-9, +y, x—-y. 
e Pin 4a—4, 6a2-6 
- 22. 3223 —-3y5, 242— 2x3y — 
23. A a 2 aè = ad 
24. 7x2 -4x, Ta?x — 402, I4mz-8m 
25. a2-2ab+b?, a3 —3a?b+3ab2?- b3, 5a-—5b 
26. 202262, Ga2— 602, 8(a+b)(a—b) 
27. q2-a, a2-2a41, a2-1 
28. actad-+be+bd, 2ax+2br, a2—b? 


29. a2+4ab+4b?, a?—4b?, 5a+10b E 


30. “1622—y2, 2002-+50y, 1612+8ry+y? 


aa E c. pelo processo das divisões sucessivas. Em 
geral, não é fácil calculir o m. d. e. de duas ou mais expressões 
algébricas, pela sua decomposição em fatores primos; neste ds 
é Ee recorrer ao processo das divisões sucessivas. 
Ma pesquiza do m. d. c. de polinômios pelo processo das di- 
es sucessivas é, na maioria dos casos, trabalhosa. Darem 

aqui apenas exemplos muitos simples. i ğü 
x Mn aa qo é necessário recordar algumas verdades 
ag E T E ; -$$ 100a 107) E também é útil lembrar 

«O é olis números não se altera, se um dêles é mul- 
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tiplicado ou dividido por um número que não seja fator comum 

aos dois números dados. Por exemplo, considerando os monô- 

mios a*b2c, e abd, teremos: 
D (a3b2c, a2bd) = a2b 
D (a%b2, abd) = a?b 


D (ab, abd) = a?b 
D (a3b2c2, a2bd) = a?b 


D (abc, a2b) = ab D (abc, a2bd2) = ab 
Primeiro exemplo. Calcular o m.d.c. dos seguintes poli- 
pisca 2+2- 3 4x3 +8x?— x — 6 


Aquí não é possivel dizer que vamos dividir o polinômio maior 
pelo menor `porque, em se tratando de expressões algébricas, não 
se pode dizer qual seja a maior das duas; isto só é possível depois, 
de calcular o valor numérico das expressões dadas, para cada valor 
arbitrário de x. O que vemos fazer é dividir o polinômio de grau 
mais elevado pelo outro. 








423 4-81? — v-G| 20'40—-3 1 222+ v—- 3 | 2+3 7 
— 493 — 2x? 16x loz 3 — 2x? — 3x "asl 
6z?-+5r-6 i -27-3 
-6r = deb f +22 +3 
+2243 | i 0 
Resposta. © m.d.c. dos polinômios dados é 21-43. 


Neste exemplo não há dificuldades; o processo das divisões 
sucessivas foi aplicado tal qual como em Aritmética. 


Segundo exemplo. Calcular o m.d.c. dos seguintes poli- 


nômios: 42-82 —5 1242- 4x — 65 


Os dois polinômios são do mesmo grau; neste caso, convém 
tomar como dividendo o polinômio no qual a mais alta potência 
de x tem maior coeficiente. 

12r?— 42—65| 4r?—8r-5 
— (2r? +241 +15| 3 
20x — 50 





| 

1 

| 
t 
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Ora, o m. d. e. dos polinômios dados é igual ao m. d. c. de 


429º -87—5 e do resto da divisão, isto é, 20x — 50. Portanto, 


D (422-82-5, 1222-42-65) = D (422-82-5, 20250) 
Vamos então calcular o m. d. e. dos polinômios 412 — 8r- 5 


e 20r- 50. 


Mas, 20x- 50 = 10(2r- 5). E como o fator 10 não pertence 


ao polinômio 4x2 — 8x —5, êste fator 10 pode ser suprimido, sem 


que 


o m.d.c. dos dois polinômios se altere. Logo, 


- D(4%2-87-5, 20x- 50) = D (4x2 -8r -—- 5, 225) 


—24r3— 6xr?+ 9x 


42º — 8r—5| 2r-5 | Resposta. O m. d.e. dos 
=42+10x | 9441 | polinômios dados é 27—5. 
+ 21-5 l 
— 22-+5 l 
0 l , 
A disposição prática destas operações pode ser a seguinte : 
3 2x+1 


12x2?— 42-65] 4z2?— 8z-5| 27—5 
— 1222F 2414+ 15| -42 F 10x | 


+20zx — 50 + 22-5 
10 (2x—- 5) | — 2145 
0 


Resposta. D (4xr?—8r—5, 12r?— 4r- 65) = 27-5. 
Terceiro exemplo. Calcular o m. d.c. dos polinômios se- 


uintes : 
RR 812+22—3 6a3-+522- 2 
63+ 5x2— 2 82+27-3 1 O polinômio de grau 
XxX 4 32 +7 inferior não contém o 
2423-+2022— 8 fator 4; isto nos per- 


mite multiplicar o po- 
linômio 6x3 + 5x? — 2 
por 4, e tornar possível 
a divisão. 

O ultimo resto con- 
tém o fator 11, que não 
pertence ao polinômio 
812-+2x — 3; neste caso 


+14x2-+ 9k— 8 

X4 

+56? +367 — 32 

— 56x? — 14x +21 
+22r— 11º 
11 (2x— 1) 





re pe e o q a o a e o a a e 
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812 +27 —3 | 2z- 1 i podemos suprimir O fa- 
— 802 +47 41+3 i tor ll. 
+6r-3 1 Resposta. O m. d. c. 
—6r+3 1 dos polinômios dados é 
- 0 | 2-1. 


Exercícios. Série XXXII 
Calcular o m. d.c. dos polinômios seguintes : 
1. 303-5a2x— 2022 e 9a — 8a2x — 2007º. 


Os dois polinômios são divisíveis por a; podemos suprimir 
êste fator, contanto que o m.d.c. que vamos calcular seja 
multiplicado por a. Procuremos então o m. d. c. dos polinômios 
3a? —5az— 2x? e 9a? — 8ax — 2072. 

3 3a+ x 
9a2— 8az—20r?| 3a?-5ar-2x?| a-2r 
—9a2?+15ax+ 6x? |- 3024647 
+ Tar- 14x? + az- 24º 
Tx(a — 24) — ar+ 2r? 
0 

Resposta. D (3a? — 50?°x — 2022, 9a? — 8a2x — 20027?) = , 

= (a— 21)Xa = @ — 2ax 

2: 6at-+25a3 — 2102-+4a, 24at+112a? — 94a2+184 

3. 1023-+42-91+24, 207! — 1717+482 —3 

4. 2733-492-137—7, 643 — 112? -377— 20 

5. 1223-922451+2, 2422 + 10x+1 

56. Mínimo múltiplo comum. M ínimo múltiplo comum 
de dois ou mais números é o menor número que se divide por 


êstes dois ou mais números, sem deixar resto. (E.M.P.V. $3 121 


e 122) . ; 
Vejamos como se calcula o m. m. c. de duas ou mais €x 


pressões algébricas. 
Primeiro exemplo. M (3a2b, 6ab?c, 10abd) = ? 
Fatorando os três monômios, teremos : 





e er mm 
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iara mar ep ta arena aaa erram m e n eee eaaa 


“Tomando todos os fatores co- ` 
muns e não comuns aos três mo- x] 
nômios, cada um dêles com o seu 


maior expoente, e multiplicando-os, 
teremos: 


M (302b, Gabe, 10abd) = 2X3X5Xa2Xb2XcXd 
= 30aºb?cd 
Para provar que 3002b2cd é o m. m.c. dos três monômios 


dados, podemos fazer um raciocínio idêntico ao que fizemos no 
livro E.M.P.V. $121. 


E concluímos que, para calcular o m. m. c. de números ou 
de expressões algébricas, a regra é a mesma. 
Segundo exemplo. M (1612-472, 12x-3y) =? 
162? — y? = (42-+-y)(4x — y) 
12x — 3y = 3(4z — y) 
M (162? —-y?, 12x — 3y) = 3(4r+y)(4r— y) 


Observação. E’ conveniente deixar o m. m. ¢. fatorado. 


3a?b = 3 Xa? Xb 
6ab?c = 2X3XaXb2Xc 
10abd = 2X5XaXbXd 


a e e e e e e 


Dêstes dois exemplos concluímos que: 


O m.m.c. de duas ou mais expressões algébricas racionais e 
inteiras é o produto dos fatores primos comuns e não comuns a estas 
mesmas expressões, cada um dêles tomado com o seu maior expoente. 


Exercícios. Série XXXIII 

Calcular o m. m. c. das seguintes expressões : 
1. -2y, xy? 4. 60%b, 9ab’ 1 7. 7atbt, 14a3%bt 
2 3ab, 5bc 15 mp, yz 1 8 l5ryz, 1024? 
3. 2xy, 4ab 6. 5atb, 15a8c 1 9. Iômtn, 9rn?r 

10. a(2b-5), a?(2b- 5), 3a(2b— 5} 

ll. z?-y4, +y, x-y l 

12. a?+2ab+b?, (a+b), 5(a+b) 

13. 22-7r+12, 2-4, x-3 

14. 3a(z?-4?), Gb(z+y), 9c(x— 9) 

15. (a—bř, a2-2ab+b?, a—b 

















CapífruLo IV 


Frações Algébricas 


57. Definição. Dadas duas expressões algébricas A e B, 
se a expressão A não for divisível pela expressão B, indicaremos a 


A E E ais 
divisão pelo símbolo P símbolo êste que é chamado fração a 


brica. (§47) As expressões A e B são chamadas respectivamente 
numerador e denominador da fração algébrica; ambas são os 
ê 3 , mesma fração. g 
o revi de tea ha algébrica podem ser e ra- 
cionais ou irracionais. (825). No EC caso a fração algébrica 
i s no segundo, irracional. Das 
j gen Há propriedades que se aplicam às frações o i 
às razões (geométricas) se aplicam também às frações algébri 
cas. Demonstraremos apenas a seguinte: . 
Multiplicando-se ou dividindo-se ambos e E 
uma fração algébrica por uma mesma quantidade ife- 
rente de zero, o valor da fração algébrica não se altera. 


A & y . * q . 
Seja — a fração dada e, Q, o seu valor; ' teremos : 


B 
Agot A=BQ 

Multiplicando-se ambos os membros da segunda igualdade 
por m (m # 0) resulta: Ai = Wim 

Dividindo ambos os membros desta última igualdade por 
Bm, teremos : Am j 
Bm 

x A 

POD essere rase Q = P Logo, 





| 
i 
| 
| 
| 
| 
! 
| 
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À ds 
£ Ain 


per 





w| 
ty 
3 


Agora suponhamos que m = Neste caso, teremos: 


s|m 


w| > 
Il 
s |a |> 


isto é, dividindo-se ambos os membros de uma fração algébrica por 
uma mesma quantidade n (diferente de zero) seu valor não se altera. 

58. Simplificação das frações algébricas. Para simplificar 
uma fração algébrica, dividem-se ambos os têrmos pelo seu m.d.c. 
is i z — -25a8b?x 
Primeiro exemplo. Simplificar a fração Boba 

D (250ºb2x, 3502bx) = 5a2bz 
- 260br 25080 + Saba _ Sab 
< 350%bz  350bz + babar 7 
20q?y?? 
7 50x%y2z 
Recorrendo ao método das divisões sucessivas, teremos : 
2072y2  2a2yz? _ 20y: 20% 2z 


50z3y?z Org bay? bay Bay 
Recorrendo ao método do m. d. C., teremos: 
` D (202?yz2, 50r3y?2) = 10z?yz 
20x?y2? _ 20x?yz? + l0z?yz _ 2z $ 
50ry?z  50r3y?z = IOr?yz Say 





Segundo exemplo. Simplificar a f ração 











go das ~ q2-6a+s8 
“Terceiro exemplo. Simplificar a fração EPE PEE 


Fatorando-se os dois têrmos da fração, resulta : 
a? — ba +8 _ (a- 4)(a — 2) _a-4 
a —5a+6 (a-3a- 2) o- 3 
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Exercícios. Série XXXIV 
Simplificar as frações algébricas seguintes : 











| 2 I 2 il 
a Es = 4 m E ab 
E atab | z T e e mnt+m 1 te a? — ab 
s € I 2_ I I 
psi EE O g ot da Es 
2 — y l a—b I m-n i a? — 25 
. 1 i l 2 — 0b2 
E» gr + ay 1, 10. Pei 1 ll. 4-9 o 
n z? + 2ry +Y? à a?— 10a+25 ! 492-+12ab+9b? 
l à 
1 13. — é Z 
12. Da | 13 a 14 Ter 
N a? — 12a+ 11 i 432 -9 op 
E a- a pe 422 — 121+ 9 | 13 922 +6%y-+y? 
1 
r?— 3r- 54 1 T3 — 312 — 4r 1 a? — 6a+9 
Ê ———_——— Lg fa o L; e 
E x? — 187481 EIS 2º —8r?+ 16r 1 a e =) 


59, Redução de frações algébricas ao mesmo denomi- 
nador. Procede-se como em Aritmética. (E.M.P.V. § 130) 

Primeiro exemplo. Reduzir ao mesmo denominador as se- 
guintes frações: f 








3a 5 = Te i 8b = Xb 

8b 12c 8a | 12c = 2X3Xc 

(9ac)  (6ab) 4bc l 18a = 2X3? Xa 
27a?  30ab? 28b | M.M.C. = 2X3 XaXbXe 
72abc 72abce  72abc ! M.M.C. = 72abc 


Segundo: exemplo. Reduzir ao mesmo denominador as se- 
guintes frações : 
3a 4a 5a 
2a+2 7a-7 3a -3 


i 2a+2 = 2(a+ 1) 

1 
We- Htp 9 | 

` 


7a-7=7a-l) 
32-3 = 3(a+1)X(a-1) 
M.M.C. = 42(a+1)(a— 1) 


63a(a — 1) 24a(a + 1) 70a 
320 — 1) 42(a2 — 1) 41(02-1) 
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Exercícios. Série XXXV 
Reduzir ao mesmo denominador as seguintes frações : 
l 3 7 9 
. à O a 
dry? 4r?y 107% 
(a, 3a -5 5a-7 2a+3 6a-1ll - 
5 T a 
3 wb a 3ab 100? 
e , E Te , Re 
121z? 15xy 30y? 18r?y? 
fa 7a , 8a. 10a 
da? -5b 3a +3b 2a-2b 
5, a+3 2a-1 5a+2 3a-5 


4 


























a-2' 22-4' 326 5a-iO 
6 JE, Br 10r 
a-b b-a? a+b 
T. E EN RD a Sty 
z? —2ry +y? 22+ 2ry Fy? x? Zy 
8 3 4 5 Ê 
Ep a, 
52—-5 3r-3 2372-292 
PR SAD a 
2+72+12 244243] 2r5a+4 
ld == 2 4 


e q 6 z? — 27 — a 22 +31+2 


60. Adi ção e subtração de frações algébricas. Procede- 
se como em Aritmética. 


Exercícios. Série XXXVI 
20-3 5-3a a-4 








A DR du 
E 10 

o Z+ _ 2a-3b dg À 
2a 3 Gab 

s EP sda dd. 
4 5 10 


A 
a 
| 
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- Segundo exemplo. Simplificar a expressão 
2— 5z+5 402-51—-3 , 5a-8 _ | . 
4 imo a + 5a | a+2a+1 0 a2+4a+4 x a? — 3a +2 
; 3 i a —2a+1 ^ a?—4a+4 ^ a@+3a+2 
b a- a ' E ; Aua RT 
5. ps F +a | Fatorando todos os trinômios, e indicando a multiplicação, 
E E | teremos : , 
3 4 5 6 | i (a+Da+Ia+2)a+2)a-2)(a-1) 
| tya i ao iro i-e | @- Da- 1Xa-2)(a—2a-+2)(a+1) 
a2 tabb? 2-a +b | @-ab+tb Cancelando todos os fatores comuns aos dois têrmos desta ja 
T as u mer gai . q-b | fração, isto é, atl, a—1, a+2 e a-2, teremos: £ 
- D (a+2) a2+3a+2 
de A rT edi | (a— D)(a—2) a2-3a+2 
i ue é a forma mais simples da expressão dada. 
2 5 7 p q 
ea O os 
P 3 Exercícios. Série XXXVII 
5 i aA A i . À no 
10. a-i) t Baa- 2 Ja(a?-3a+2) i L 2ey x PS x-( a ) = eis 
ne j É - 1498 3y2 o arsy 
8. 4 RR 
cão Ge ee E ul Ao o 
Spe A Seo a (=) x(a Aa 
3a b 5a? 342 5y? 1242 3 E 
DD A 2y  5Y?z 122? | 22y 
12 5b Ua+b) a(a+b) 2 s 4722 6xy ` 2xy? yz 
nan visã õ ébricas. Pro- = 
. Multiplicação e divisão de frações algébric: fixa x2 — y2 e 
os san Aniimágies: Antes, porém, de multiplicar duas aj ds rr = = os e 
ou mais frações algébricas, é aconselhável suprimir os fatores o , é 
comuns a ambos os têrmos das frações dadas. E is : 6a- 6b | 
Primeiro exemplo. Simplificar a expressão á 3 na 4 22x — 1002 | 
— a— az — 10a s 
asea) , Zen Be- y ileto 06 mais er 26040 | 
` 128b zty t= f 
32(z + y) ` 128b(2 + y) E E E TA q, 10—40 , 5a- 2 6 | 
lando os fatores comuns aos dois a , . EA — = | 
ist Ed y e z+y, e multiplicando os fatores não cancela- i 12x da 5 
Isto È, 9, 94, aib eA POENT S | a +3a—10 .,a@a2+7a+12 a-i =” | 
dos, teremos 3 que é a forma mais simples da exp . +23 a2-9a-+14 É a44 O | 
i 
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10. 


1. 


12. 


x2—5r+6  42-62+4+7 





dpo+r, dba 
PR Sr ney. 








a— b a+b A a- b pe- a+b = 
P E c i G a-b 
la+) Put) eta) 

yY x x?2? a a2y? 


X g2 — 91420 z 
P ENT. q2— 81415 ^ a2— Te+10 
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62. Definições. Já definimos a igualdade. (E.M.P.V. §70) 

Equação é uma igualdade na qual entram letras. Por 
exemplo, as igualdades ao A 
l (a+b)? =a? +2ab+b2 (1) 

3r-5 =2r+5 ; (2) 

são equações. Entretanto, em relação a estas duas equações, há 
uma diferença essencial. Na equação (1) as letras a e b que nela 
figuram, podem receber valores quaisquer. Com efeito, esta 
equação é a primeira fórmula de multiplicação algébrica (§32) 
e, portanto, sejam quais forem os valores numéricos atribuídos 
às letras a e b, nós já sabemos que o valor numérico da ex- 
pressão (a+b)?, será sempre igual ao valor numérico da expres- 
são a?+2ab-+b2. E’ necessário, bem entendido, que, se fizermos 
a=5 e b=7 no primeiro membro da equação, também no se- 
gundo membro façamos a=5 e b=7. 

Entretanto, na equação (2) já não é possível atribuir à le- 
tra x um valor qualquer. Façamos z=4 e teremos 7=13, o que 
não é verdade. Entretanto, se fizermos z=10, teremos 25=25, 
o que é verdade. Portanto, considerando as equações (1) e (2), 
podemos atribuir às letras a e b da primeira, valores quaisquer, 
porque o valor numérico do primeiro membro será sempre igual - 
ao do segundo ; ao passo que, não podemos atribuir à letra x da 
segunda, um valor qualquer, porque nem sempre o valor numérico 
do primeiro membro será igual ao do segundo. 

Para distinguir a equação (1) da equação (2) diremos que 
a equação (1) é uma equação idêntica e a equação (2) é uma 
equação condicional. 

















jam quais forem os valores numéricos atribuídos às letras qu 
figuram. no 


para certos e determinados va 
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Equação idêntica é uma equação que se verifica sempre, se- 
e nela 
é uma equação que se verifica somente 


Equação condicional 
lores atribuídos às letras que nela fi- 


guram. 
No decorrer destas lições as equações idênticas serão cha- 


madas identidades, e as equações condicionais, equações. (*) 


Observação. As igualdades numéricas entram na categoria 


das identidades. 
Exercícios. Série XXXVII 


N. B. Para verificar uma identidade efetuam-se as operações 


indicadas nos dois membros. 
Verificar as identidades seguintes : 
1. (a + bE- (a-b)? = 4ab 
. 2, a + = (a + b) — 3abla + b) 
3. (pry Hye- ryty) = attry Hyt 
é 4 (a2 — ab+b2)(a2+ab+b?)(a? — db?) = aê — bê 
5. (a2 +b? +d?) = (ac — bd? + (bc +ad}? 
6. (a -b)@© — cc -a) = acla — c) — abla — b) — belb - c) 


63. Incógnitas e raízes. Consideremos as equações se- 


guintes : 5 
3r- 1=2 5-21=1 4x — 1l=11 2x -7 =3 
Qual o valor que convém a x, em cada uma destas equa- 


ções? E” fácil verificar que na primeira é 1, na segunda é 2, 


na terceira é 3 e na quarta é 5. 
Entretanto, nem sempre é possível descobrir o valor de z 


com esta facilidade; por exemplo, na equação 
4+tz , 2-1 8-2 
DT =T 1 
7 5 (1) 
í-lo, é necessário resolver a equação. 





qual o valor dez? Para descobr 


(*) Esta é a lição de G. A. Wentw 
A Higher Algebra; é também a lição de Paul 
de Washington, em seu livro recentissimo College Algebra, 


de 1942, pág. 20. 


orth, em seu excelente compêndio 
R. Rider Ph, D. da Universidade 
3.2 edição, maio 
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Incógnitas de uma equação são as letras que nela figuram e 
que não podem receber valores quaisquer. 


Raízes de uma equação são os valores numéricos (ou literais 
quando a equação é literal) que convêm à incógnita 
Resolver uma equação é descobrir as suas ratzes. 


Suponhamos que, tendo resolvido a 
equação (1) achamos 
que a raiz desta equação é 8. Vejamos o que acontece, voltan- 
do à equação (1) e substituindo z por 8: i 

4+8 FE 8-1 23 - 8 

a qd a 40, a A ted 

5 
Chegámos a uma identidade. Para verifi 
| j ; verificar se um certo val 

numérico (ou literal), a, é a raiz de uma equação dada, substituf- 
Aa incógnita x por a. Se desta substituição resulta uma iden- 
tidade, o valor numérico (ou literal), a, é raiz da equação ; no 
caso contrário, a não é raiz da equação. E 


eg aa A A eqiiivalentes. Duas equações são equiva- 
uando têm as mesmas raízes, não: 

juand ão sendo po 

uma raiz diferente. Bii PrE 


= Fe para demonstrar que duas equações são eqüivalen- 
: ecessário provar que tôda solução da primeira satisfaz 
a segunda e reciprocamente. 
Compreende-s 
; -se porta i 

MA a P rtanto que, sob o ponto de vista da re- 

ÉS » PO os substituir uma equação por outra equivalente 
pra E dem modo geral, para resolver uma equação, transfor- 
les ge em equações equivalentes sucessivamente mais 

; ermos uma equação de raiz evi 

a ç evidente, como, 

i Tt=83 
cuja raiz 3 é evidente. 


dae são baseadas em certos princípios, 
rancípio valênci 
Ni Ea pios de eqùivalência, que passamos a es- 


se e . c.e. . 
a Princípios de eqüivalência. Primeiro. Somando-se a 
nd e n de uma equação ou dêles subiraindo-se uma 
uantidade, resulta uma equação equivalente à primeira. 
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eco a 





Demonstração. Seja a equação 
A=B (1) 
onde A e B são polinômios contendo as incógnitas. Somemos 
aos dois membros à expressão algébrica C. Obteremos a equação 
A+C=BAC (2) : 

E’ fácil provar que as equações (1) e (2) são equivalentes. 

1.) Toda raiz da equação (1) é raiz da equação (2). 

Realmente, seja x = a e y = b, uma solução da equação (1). 
Assim, se substituirmos x por à e y por b, os polinômios A e B 
assumem valores numéricos iguais Aı e Bı, e teremos: 

A, = Bı 

Porém, pela mesma substituição, a expressão C assumirá 
um valor numérico Cı e como, a dois números iguais somando 
números iguais obtém-se números iguais, podemos concluir: 

A+ CG =B +C 

Esta última igualdade prova que a solução considerada sa- 
tisfaz a equação (2). - ia 

2.) Toda raiz da equação (2) é raiz da equação (1). 

Seja z =a e y=b uma solução da equação (2). Se 
substituirmos na equação (2) x por q e y por by, os polinômios 
A, Be C, assumirão valores numéricos As, B2 e Ca, e teremos: 

Az + C2 = Bo + C2 

Se, dos. dois membros desta igualdade numérica subtrair- 
mos o mesmo número Cz, obteremos resultados iguais; logo, 
teremos: 

As = B2 


igualdade que prova ser à solução considerada também da - 


equação (1). 
As equações (1) e (2) admitem, pois, as mesmas soluções, 


e são equivalentes. 

Segundo. Multiplicando-se ou dividindo-se ambos os mem- 
bros de uma equação por uma quantidade constante e diferente de 
zero, resulta uma equação equivalente à primeira. 

Demonstração. Seja a equação 


A=B (1) 
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e m, uma quantidade constante i 
cons e diferente de 
de provar que a equação (1) é eqüivalente à FR 
u Am = Bm (2) - 
.°) Toda solução da e ã , 
quação (1) satisfaz a equação 
Realmente a equação (1) pode ser escrita ROE 


Trata-se 


A—B=0 
e a equação (2) com a forma 
E Am — Bm = 0 
m(A— B) = 0 


Ora, toda solucã í 
l ção da equação (1) anula E E 
o mio A—B 
o (0) o produto que tem um fator nulo é oo o 
também o polinômio gua! a zero, anu- 


| m(A — B) 
e satisfará, portanto, a equação (2) 


2.º) Toda solução da equa 


Realmente, ção (2) satisfaz a equação (1). 


toda a T ae (2) anula o produto 
por hipótese, diferente de zero, anulará também o 
A—B 
e verificará, consequentemente, a equação (1) 
E je O iiio (1) e (2) são eqüivalentes. 
; mesmo princípio pode ser aplicado à divisão, 


pois dividir por m é o mesmo que multiplicar por so 


e, como m é, 
polinômio 


a ao segundo princípio. 
o pe ambos os membros de uma equação 

pi fa resultante não será eqiivalente à pathos Pii 
N as ana por exemplo, a equação pe e malt li 
s os membros desta equação por zero teremos ê ii 

j : 

zt-3=7 (A) 

(z -3)X0=7X0 (B) 


I. Não podemos | 
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: 


Ç 1 ês A 


ão B, 
atentamente a equação 
ão B. Mas, se observarmos tem uma in- 
da as - Fr dintamento que esta Fa an equação B, 
vorfiogrem tzes; com efeito, substituindo, lo, 8, teremos : 
a ces a por um número qualquer, por exemplo, 8, 
a incógni 0 . 0=0 
(8-3)X0=7X0 .". er outro 
acontecerá se substituirmos 2 por a dade. 
E 11 13 20, 50, ete.. Obteremos sempre le tes porque à 
número 9, 11, pps "A e B não são ego no uma raiz, 
o fenlmente uma equação e A seu 
Es qui ue a equação B é uma identidad bros de uma equa- 
ea Itiplicando-se ambos os mem Br bgnita, a equa- 
Li- I paa Ane sonken a a> imeira, porque, 
see ão será, em geral, equivalente o & talvez tenha 
ção dana Ea sm ação dada, a nova o 
ms SGA se dizem raízes extranhas à primei 3=7, e multipli- 
pae pad por exemplo, à ear g— 5, teremos : 
ta equaçã 
cando ambos os membros pa id 7 (©) 
Ten , D) 
(o- 3 -D=7(2-5 t DA raiz 
A raiz da equação C é 10, e êste número é tam 
raiz 


ã omo é fácil verificar. l 
i pon pç D admite a raiz 5; com efeito, 


, 


bstituindo x por 5, teremos : 


a equação C e su 2=7, o que não é verdade. 


5-3=7 .". E 
não são equivalentes. ; 
Portanto, as ing E ate raiz que a anag 

a a de z que anula o multipli 

m g ; 

E : w a reduz êste binômio a zero. RE E 
W iplicarmos ambos os membro oG 
š pe ne sultante não será eqüivalente Lana 
ma $ raiz que não convém à eana Tor ri 

o E bo é o valor de z que anula o multip 

raiz será — 8, i 





ps Aa 
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Se multiplicarmos ambos os membros da equação C por 
227 — 6, a equação resultante não será, equivalente à equação C 
porque terá uma raiz que não convém à equação C, e esta 
raiz será 3, isto é, o valor de z que anula o multiplicador 2x — 6. 

Enfim, multiplicando-se ambos os membros de uma equação 
por uma expressão algébrica que contenha T, por exemplo... 
5x? — 7x + 3, a nova equação em geral não é equivalente à pri- 
meira, porque tem raízes que não convêm à primeira, e estas 
raízes são as raízes da equação 5r? —- 7z +3 = 0 

Do exposto se conclue que : 


Multiplicando-se ambos os membros de uma equação (A), por 
uma expressão que contenha x, é indispensável verificar se as raízes 
obtidas pela resolução da equação (B), convém realmente à equa- 
ção (A). 

Entretanto, esta verificação é inútil, quando as raízes obti- 
das não anulam a expressão pela qual foram multiplicados ambos 
os membros da equação. Por exemplo, se ambos os membros 
de uma equação foram multiplicados por x — 5, e se a raiz que 
se obteve é 4, pode-se afirmar que 4 é, realmente, a raiz da 
equação dada, porque 4 não anula a expressão z- 5. 


III. Não podemos dividir ambos os membros de uma 
equação por zero. A divisão por zero não tem sentido; 
com efeito, não é possível dividir um número qualquer, por 
exemplo, 7, por zero, porque não existe um número que, mul- 


- tiplicado por zero, dê 7. 


IV. Dividindo-se ambos os membros de uma equação 
por uma expressão que contenha a incógnita, a equação 
resultante não serd, em geral, equivalente à primeira. 

Acontece justamente o contrário do que foi explicado no pa- . 
rágrafo anterior. No caso da multiplicação, a equação resultante 
tem, em alguns casos, raízes que não convêm à equação dada, rat- 
zes estranhas, isto é, rafzes que não verificam esta equação. No 
caso da divisão, a equação resultante pode ter, em alguns casos, me- 
nor número de raízes que a equação primitiva; a divisão faz com 
que a equação dada perca, às vêzes, uma ou algumas das suas raízes. 


Consideremos, por exemplo, a equação do segundo grau 


z? —7r+12=0 (A) 
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: | saber, 3 e 4, como é fácil 
ação tem duas raízes, a saber, pe 
no o kelon, Dividindo-lhe ambos os membros p 
veri 


B 
s—3, teremos: 2-4=0 (B) 


E as equações À e B não são equivalentes, o. o 

iter raiz 4, mas a equação B não admite ara í : aa 
ee i bos os membros por x-3, a equação A p E 
rp per perdida é justamente a raiz que anula o divisor T—S. 
raiz 3, 


ão. Armados com os dois 
lução de uma equação. | - 
i a ae e nos parágrafos anteriores, passemos à res 
princ: ; E 
ão de algumas equações. i o | 
ig“ aiei exemplo. Resolver a equação 37 15 ra 
ad que o primeiro membro desta pd ap 
is tê um dos quais contém x (o têrmo 37) e o ERR 
o têrmo 15). O mesmo acontece com: 0 segu 
cont’ n 
membro da equação. 


e e , o 


nita. De que modo? 32 - 15=5+227 (A) 


Diminuindo 2x de ambos os membros da equação A, (prin- 
i ubtração) resulta : | 

QREN ` 8g- 15- 2r =5+22 — 2x (B) 
As equações A e B são eqüivalentes e, pega y se- 

ã 2x — 2r =0, E 

bro da equação B temos + € 

codec 3z- 15- 2r=5 (0) l 
Somando 15 a ambos os membros da equação C, (princípio 
da adição) resulta : EE E D 
ã úivalentes e, notando que 
A, B, Ce D são egiiva pi ms 

no Bea ara da equação D temos —15+15=0, resu 


3z — 2r =5+15 - (E) 
Reduzindo os têrmos seme Si pe 
r=, 










semelhantes existentes em cada mem 
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Qual é a raiz da equação F? E 
equações À, B, C, D, Ee F, sendo eq 
a raiz da equação A é 20. Com efeit 
na equação A, teremos : | 

3X20- 15=5+2x20 60 - 15=5+4-40 45=45 

Observando com atenção o processo seguido para resolver 
a equação A, podemos concluir que : 

Resolver uma equação é transformá- 
porém de jorma cada vez ma 
cuja raiz seja evidente. 

Comparemos as equações A e E. 

82 - 15=5+2z (A) 

37 —- 27=5-+15 (E) 

Examinando-as com at 
nhecido -15 do primeiro 
gundo membro da equação 


20, evidentemente. E as 
úivalentes, conclue-se que 
o, substituindo x por 20, 


la em outras equivalentes, 
is simples, até chegar a uma equação 


enção, observamos que o têrmo co- 
membro da equação A está no se- 
E, porém com sinal contrário, isto é, 
positivo ; observamos também que o têrmo +2r do segundo 
membro da equação A, está no primeiro membro da equação 
E, porém com sinal contrário, isto é, negativo. Podemos, então, 
estabelecer a seguinte 

Regra. E 
membro de uma 

E’ 


sempre possível passar um têrmo de um para outro 
equação, contanto que se lhe troque o sinal. 
O que se chama a transposição de um têrmo. 

Segundo exemplo. Resolver a equação 5r- 
Eliminando os parênteses. K 
Reduzindo os têrmos semelhantes . 


(8-227)=10-+6zx 
d7x-8+27=104-62 


ix —-8=10+6% 
Transpondo. ......(.(. Ea a Tx — 6x=10+8 
Reduzindo os têrmos semelhantes. . . 2=18 


Observação. Antes de transpor têrmos, é conveniente reduzir os têrmos 


bro da equação. 


Terceiro exemplo. Resolver a equação 37 — 5=427+4+9 
Transpondo . ... . 3z — 4r=9+5 
Reduzindo -g=14' 


A incógnita se apresenta nesta última equação com o sinal 
negativo. Sempre que isto acontece, é de rigor multiplicar ambos 
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os membros da equação por menos 1, o que é permitido de acôrdo 
com o princípio da multiplicação; resultará: 
gz = -14 

A raiz da equação dada é — 14. Com efeito, substituindo 

z por — 14, teremos : - 
3(-14) — 5=4(-14)+9 .* . —42 - 5= —-56+9 .*. —47=—47 

Fica então estabelecido que: 

Estando uma equação completamente simplificada, se o têrmo 
que contém x (o primeiro membro da equação) é negativo, é necessário 
multiplicar ambos os membros da equação por menos um. 

Na prática diremos: trocando os sinais + é é 


Quarto exemplo. Resolver a equação 
10 — (32-+5)+720= 52 — (2 — 41) +22 
Eliminando os parênteses > 10-37-5+72=5z1— 2+4r+22 


Reduzindo . 4xz+5=9r+20 
Transpondo 4x —9r=20 -5 
Reduzindo . —5gz=15 
Trocando os sinais . 5x=-15 
r=-3 


Dividindo por 5 
Observação. Chegados à equação 5r 
os membros por 5, o que é permitido em vir 
Quinto exemplo. Resolver a equação 
3(2x — 5) — 4(7 -37)=13- 37 
. 6x—-15-28+127=13-32% 
187 — 43 =13 -3T 


= — 15, tivemos de dividir ambos 
tude do princípio da divisão. 


Eliminando os parênteses. 


Reduzindo 
Transpondo . 187+32=13+43 
Reduzindo 217=56 

56 Ao 


Dividindo por 21. ... 0. 1=5 


Exercícios. Série XXXIX 


Resolver as seguintes equações : 
16+47 —-4=1 +12 i 
6x- 13+2743=0 

8+72-13=2-27-—5% 
9r-+2-— (4145) =4r +3 


32 +8-— (62 —- 7)=21+4-15 
922x-3-(42-2)=52+4- (32+1) 
4(62 — 10) — 2x=6x — 40 

3(2-— x) — 5(7 — 21)=10 - 41+5 


E a da 


I 
I 
i 
I 
i 
1 
, 


a a o 








| 
| 
| 
| 
É 
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3z- 2(4-1)=7 -3z 
5r-4=7r+10 
5z+18 =31r4+38 

- 9x+17=102-8z 


15. 2524+7=177-9z 

16. 5z+13-27=100-20r-18 

17. 924+22-927=193-9227-84 

ia 18. 92+15-22=100-12-31 ++ 

AR Saa | 5. Pis In Giyen os o 

. dæ+3+5r+11-8=-5r— 

21. 22-3)-31-20)=3(2-2)-25-32) a 
22. (62-4)-[2-(2-4) |=(32-4)-2 


23. 2x -[z +(1- 2) | =2r- (1+7) 


ue e te e e m e e et m 


68. Equaçõ 
quações com denominadores numéricos. O pri 


meiro passo consiste em elimi 
eliminar os denomi 
mina 
plo, vamos resolver a seguinte equação : dores. Como exem- 


t 3 2 5r 
s 2 4 5 6 
u necessário eliminar os denomi 
E. nominadores. i 
ie ari ambos os membros da equação Es pa 
cid dé ia vel por 2, 4, 5 e 6. Há uma infinidade de ais w 
o a p Es 4,5 e 6; devemos preferir o menor na 
pg E es quatro números, isto é, 60. Multiplici do 
membros da equação dada por 60 teremos 4 i 
z X60 3X60 2X60 527x60 
2 4 5 6 
TX30 — 3X15=2X12 — 5X10 
30x — 45=24 — 502, ete.. 


Entretanto, na práti : : 
vemos que: » na prática, se procede mais râpidamente. Obser- 





x 

g X060=60x5 =60-2%0=307 
3.0. 3 

4 X60=60X7-=60:4X3=45 
20. 2 
5 X60=60xX 5 =60+5x2=24 


52 60 = 
6 X60=60Xx 5 =60+6X5r=50r 


u 
sd 


< 
dm 


td 
mi 
Im 
EI 
il 
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Donde se deduz a seguinte 
Regra. Para eliminar os denominadores de uma equação, 


calcula-se o menor múltiplo comum dêstes denominadores; em 
seguida, divide-se êste menor múltiplo comum pelo denominador 
de cada têrmo, e multiplica-se o quociente pelo numerador corres- 
pondente. Se um têrmo não tem. denominador, dá-se-lhe mental- 
mente o denominador um. 

Primeiro exemplo. Resolver a equação 





4+r 2-1. _ 23-7 
E O Th (A) 


O m. m. c. dos denominadores é 140. Aplicando a regra 
para a sua eliminação, teremos : 
35(4+r)+20(z-1)= 140X7 - 28(23 — z) (B) 
1404352 4202 — 20 =980 — 6444+287 (C) 
` 5524+120=287+336 
55x — 281 = 336 — 120 


277=216 
1=8 
Segundo exemplo. Resolver a equação 
_ 2r 4r+3 
4s-71= 3 Eder (A) 
O menor múltiplo comum dos denominadores é 15. Aplicando 
a regra para à sua eliminação, teremos : 
15X42— 15X7 = 5X2r+3(4r+3) (B) 
60x-105 = 102+121+9 (C) 
60z—105 = 22r+9 
60z-22x = 9+105 
38x = 114 
r =3 


o numerador da fração é um polinômio, o estudante 
te a multiplicação, e depois efetuá-la. Resolvendo 
e depois para a equação C. Se quiser 
C, arriscar-se-á 208 erros 


Observação. Quando 
deve indicar primeiramen 
a equação A, passará para & equação B, 
passar diretamente da equação A para a equação 
de sinal, tão comuns entre 08 principiantes. 
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Terceiro exemplo. Resolver a equação. 
4z — 6 3z-8 2r-9 zr-4 
12 4 6 8 
O m. m. e. de i 
eo dos denominadores é 24, Eliminando-os, te- 
2(dz — 6) - 6(87 — 8)=4(27 — 9) - 3(x — 4) 
8z — 12 ~ 1814+48 =8z7 — 36 - 3z +12 
— 10r+36 = 5z - 24 
- l0z -5z = - 24 -36 








- l5r= — 60 
152=60 
t=4 


Exercícios. : Série XL 


Resolver as seguintes equações : 


y LO 23 i =- ` 32 2 i 
O O a m RT 
a les É da E a i E 5 S 
1 3s E j 2 i i 8 7I 
3. 410 i fe Pes x l 3 
i 0 i 3 = K o anoa 
£ Ss i s ĝl I Beng 
' 2*3 p 4 MM Se- 


N. B. Em rela ão ao exercício 12 os estudantes podem escrever 
Ç , 


em lugar d sto. EE 
gar de -7% E” útil lembrar que (+a)+(-b)= - 2.744 4 


13. (v+7(z-3) = (2-5)(x- 15) i ei 
l4. 97-3(52-6) + 30 =0 
15. (2v-2D(7-2) + (2+5(x 

+3) —-2(z- 1 a 
16. . (&+3)?-(1+2)? = 32 + 20 S 
17. 6zr-2(9—4z) +4+3(52-7 

-7) = 10s- (4+16 
18. 4+e ô+2z 8- 3z dá 
3 9 2 

19. z-2 » 12 -z 57-36 

J me T+ 
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20. 


21. 


23. 


24. 


26. 


21. 


28. 


ti 29, 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


3 


a 


e 


37. 
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_ Trg 
a 4 2 
8-z,32-5 .2+6 = 
6 3 2 3 
z-i 3-2 q t+tz 
=. s E 

3 
1 1 12 amaa 
Tea au 


31 9-5 
-2 


5z +3 3-4r r 


eA 
8 3 2 
72+5 5r-6_ 8-5 
6 a 4 12 
= 3 3 














ba + 12 
6 





4 tzo. 
= gtn + 3 


3 RES e 
q (ED + 4 2 
— 22 
2-7 1 EA = 37 
6 +5 (2 z) 6 
5r- 11 5r+3_4l-3r 
4 19 . 5 














3 BR 4 





- a — 
s aaiim “E 





— —— 
— — 


20 6 3 


(e) = (ea) era 


yad 3z — 1 
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69. Equações literais. As equações já resolvidas são 
equações numéricas, porque os coeficientes da incógnita são va- 
lores numéricos. 

À's vêzes, porém, a equação contém as letras a, b, & m, 
n, etc., que não representam incógnitas mas que representam 
números quaisquer supostos conhecidos. Dá-se a esta equação 
o nome de equação literal. Por exemplo, a equação 


b 
é uma equação literal. A incógnita é x; as letras a eb repre- 


sentam números quaisquer supostos conhecidos; são chamadas 
constantes arbitrárias. 


As equações literais do 1.º grau se resolvem, obedecendo às 
mesmas regras estabelecidas para as equações numéricas do 


“1.º grau. 


Primeiro exemplo. Resolver a equação “pt 


— = 0 
a 
Eliminando os denominadores . a(x —a)+b(z — b)=0 
Eliminando os parênteses . az —a?-+br—-b2=0 
Transpondo ny axtbr=a2+b2 
Pondo x em evidência e(at+b)=a2-+b2 
É T a 24 b2 
ag a+b 


Segundo exemplo. Resolver a equação EE 


Dividindo por a+b ; 





2-2 m-n 
Quando uma equação literal se apresenta com a forma de 
uma proporção, o meio mais simples para eliminar os denomi- 
nadores é aplicar-lhe o teorema fundamental das proporções. 
(E.M.S.V. 861) Assim procedendo com a equação acima, resulta: 


(x+2)(m ~ n)=(x — 2Xm+-n) 





me+2m — nx — 2n = mzs — Im +-nz — 2n ar 

mz — NT -ME — NT =— 2m — 2n — 2m4-2n Sá 
-~ nr= -åm .'. Qnv=4m .. PR sd ge ran 
2n n 
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. Exercícios. Série XLII 
dia Diera Sorani Os estudantes resolverão os problemas que se seguem, com uma incógnita. 
Resolver as equações literais seguintes : 5 1. Qual o número cujo dôbro mais 5 é igual a 57? 
IL atz=a+5 i 6 (aba - po = no E 2) Seja x êste número; de acôrdo com o enunciado do problema, 
2 4 — z) = 3(2b +2) OT (a? +2) = q + 4a ta 2z +5 =57 .°. 2z =57 -5 .`. 2g% = 52 .'. 2=26 
f — b) = 3a +b) 1 8. 3ar — ab = 20% ~ ac 2. Qual o número cuja metade mais a têrça parte é igual a 25? 
D. Ya — b) = z(x + 6) 1 9 Bæ- 2a) +3 - a) = 2x Seja z êste número; de acôrdo com o enunciado do problema, 
-Q — = 
E i CR | 10. 2a- or = 3c- 5bz S +=.. d2+22=150.º. 52=150.". g= 30 
a b c - 14. ala — 2) bb -2) [$] 3. Qual o número que, somado com o triplo de si mesmo, dá 52? 
oL —+ T e o 3 l b a - 4 Somando 54 à minha idade, o resultado é o quádruplo da minha 
ú l r-a g-b 3b-a) idade. Qual a minha idade? 
12 Z424 Br pi SE 5. Calcular dois números cuja soma é 105 e cujo quociente é 6. 
“a b c í Seja z o menor dos dois números pedidos; se o maior contém 6 vêzes 
a-i t=-as | 16 m-% NoZ q o menor, deverá ser representado por 6x. E sendo a soma dos dois números 
13. b = a id n m igual a 105, resulta que: z 
z P T E E z + 6r = 105 . sa 105 . -z 15 
g-a a-r tt 2i 1} A -1 = 5 O número menor é 15 e o maior é 6 X 15, isto é, 90. 
s 1. bz b b z1 b ai 4 } 6. Calcular dois números cuja soma é 276 e cujo quociente é 11. 
ah Z+ac i af -2) + b (1 a =) | 7. Calcular dois números cuja diferença é 230 e cujo quociente é 11. 
18. em +a E i 20. D ( $ a T l , 8. Calcular dois números cuja diferença é 216 e cujo quociente é 7. 
e i 2+2 m+n : 9. A soma dos capitais de dois negociantes é 93 800 cruzeiros. Se o 
e z l 23 kadi Ex b cla i 25. CRE A capital de um dêles é igual a 7 vêzes o do outro, qual o capital de cada um? <A 
2l. Rai ud 1 E t 2 - "e 10. Multiplicando um certo número por 13, o produto é igual ao mul- à 
z, z l a b g E tn mo” tiplicando aumentado de 1 020 unidades. Qual é êste número ? 
- 22. Sjt ! 24. boa ak l ” 24r 2-2 l 1l. 


Um retângulo tem 138m de perímetro. Sendo o comprimento É 
igual ao dôbro da largura, quanto mede cada uma destas dimensões ? E 
Sendo z a largura, o comprimento será 2z. Donde 2(x+21)=138. l 
12. Calcular o comprimento e a largura de um retângulo cujo perí- z] 


70. Resolução algébrica de um pome a 
RA E sabio porá $ aber pôr o metro mede 2 024m, sendo a largura igual a um têrço do comprimento. . 
e rapidez que à Aritmética. E a 63419; a da resolução á A ag o oep ea ea se pe Ep e cujo perímetro 
| recai sad iai m, sendo o comprimento igual ao quádruplo da largura. 
Abra d um problem A segunda fase, isto é, resolver à equa- E 14. Quais são as dimensões de um retângulo cujo perímetro mede 
A aes ifi dd d ce com o grau da equa- "732m, sendo a largura igual a um quinto do comprimento ? 
ção, é uma operação cuja ppa e e (8 74) Há uma terceira É a hrag : conipriomto e y Reis kaitane sujo períme- 
x Ê : etc.. ercel ura d 
Aa PE PA Se ente na quarta série ginasial, o mede 316m, sendo a largura igual a três j tapa o combent o 
paca pia dd yA que deverão ser resolvidos Seja z o comprimento; a largura será Donde, 2 ( 24) = 316. 
i mas 
Damos a seguir a guns pro e | tadan. 
i or dia) para que os es 
lasse uatro ou cinco ou mais p é C ; 
és Ei pouco a pouco, à prática necessária para pôr um 
, É 
problema em equação. (5) 


16. Calcular dois números consecutivos cuja soma é 75. 

Dois números são consecutivos quando sua diferença é igual a 1; os nú- 

meros 15 e 16, 23 e 24, 36 e 37, são consecutivos. Seja z o menor dos núme-. 
ros pedidos no problema; o outro será z+1. Donde «+Hx+1)=75, ete.. 
E a incluída no pro- 17. Quais são os três números consecutivos cuja soma é 852? 
(*) A resolução dos re ra do Ra regia desde já 18. Calcular quatro números consecutivos tendo por soma 774. 
grama da praia anita qa A cilita ego esolução dos problemas. 19. Calcular cinco números consecutivos tendo por soma 3 570. 
aos nossos alunos co 
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20. Dois números consecutivos são tais que subtraindo 3 do primeiro 
e somando 5 ao segundo, a soma. dos dois resultados é 37. Quais são os dois 
números ? 

Sejam z e z+1 os dois números pedidos ; então (z-— 3)+(z+1+5)=37. 

91. Calcular dois números pares consecutivos cuja soma é 106. 

Sejam 2z e 2z+2 os dois números pedidos, ete.. 

92. Calcular três números pares consecutivos tendo por soma 732. 

93. Calcular três múltiplos consecutivos de 7, tendo por soma 189. 

Sejam 72, 7z+7 e 7z+14 os três números pedidos, etc.. 

24. A diferença entre os quadrados de dois números consecutivos é 43. 
Quais são os dois números ? 

Sejam z e z+1 os dois números ; então (x4-1)? — r? =43. 

25, Um número é o quádruplo de outro. Se eu subtrair 99 do maior, 
e 86 do menor, os restos serão iguais. Quais são os dois números ? 

26. Pai e filho têm juntos 85 anos e a idade do pai é o quádruplo da do 
filho. Qual é a idade de cada um? 

27. Um pai tem 48 anos e seu filho, 12. Há quantos anos a idade do 
pai era igual a 7 vêzes 'a do filho? 

Há x anos; o pai tinha então 48— ze o filho, 12- x. E a idade do pai 
era igual a 7 vêzes a do filho, isto é, 48- z=7(12-— 2), etc.. 

X 28. Um pai tem 24 anos e seu filho tem 2. Quantos anos deverão de- 

correr para que a idade do pai seja igual ao dôbro da do filho? 


a 


eyi 29. Dividir 90 em duas partes tais que 4 vêzes uma seja igual a 5 vêzes 
a outra. 
Seja z a primeira; a segunda será 90- z7, ete.. 
Ad 30. Antônio tem o triplo da idade de Pedro; há 8 anos tinha o qué- 
druplo. Qual é a idade de cada um ? 
i 31. Carlos tem 8 vêzes a idade de Darío; dentro de 4 anos a idade de 
Carlos será igual a 4 vêzes a idade de Darío... Qual é a idade de cada um? 
Eu tenho 60 anos e meus três sobrinhos têm 48 anos. Quantos 


~ 32. 
das idades de meus sobrinhos seja 


anos deverão decorrer para que a soma 
igual à minha? 
TE X 33. A idade de um filho é a têrça parte da do pai; há 8 anos era a 
quinta. Qual é a idade de cada um? 
25 34. Calcular dois números tendo por diferença 253 e por quociente 12. 
35. Calcular dois números tendo por soma 252 e por quociente 17. 
36. Dividir o número 126 em duas partes tais que uma seja o dôbro 
“da outra. 

37. Três irmãos ganharam 20 000 cruzeiros. O segundo recebeu a me- 
tade do que ganhou o primeiro, e o terceiro recebeu a quinta parte do que 
ganhou o segundo. Quanto ganhou cada um? 

38. Dividir 900 cruzeiros por três pessoas, de modo que a segunda re- 
ceba 50 cruzeiros mais do que a primeira, e a terceira tanto como as duas pri- 
meiras. PT oa 

39. Dividir 190 cruzeiros entre quatro pessoas, de modo que a segunda 
receba 10 cruzeiros mais do que a primeira, a terceira 20 cruzeiros menos que 
a segunda, e a quarta tanto quanto a primeira e a terceira. 
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“a ; Ed : p 
ý SoA n kg S mais um quarto, mais um quinto 
7 L. Forma normal da equação do primeiro grau com 
uma incógnita. Esta equação, depois de completamente sim- 
plificada, se reduz sempre & dois têrmos; um têrmo que con- 
tém z (a incógnita), e outro que não o contém, isto é, um 
têrmo independente da incógnita. ' ' 
Como os estudantes já o verificaram numerosas vêzes, re- 
solvendo equações do primeiro grau com uma incógnita, a penil: 
ima equação a que chegam é Tz=14, 8r=20, 3z=-15, 24=9 
ete.. De um modo geral se diz em Álgebra que a forma or 
mal das equações do primeiro grau com uma incógnita é 


ax = b 


Nesta equação z é a incógnita; aeb são números quais- 
quer, são os coeficientes ; b é o têrmo independente da incógnita. 


De ax=b deduzimos facilmente. 

a 

Esta é a fórmula resolutiva da ã mei 

; equação do primeiro gr 

com uma incógnita ; ela nos diz que: i i 
E Estando a equação do primeiro grau com uma incógnita, redu- 
: a à pyr edge para obter o valor de x, isto é, a raiz da 
quação astante dividi Yi ) 
Aqua E A e dividir o têrmo independente de x, pelo coeji- 


Por exemplo, sendo 57 = 20, segue-se que r=20+5.".g=4, 
72. Discussão da fórmula gol Discutir uma fórmula 


é atribuir todos os valores possíveis às letras que nela entram 
E E api interpretar os resultados obtidos. Façamos, pois 
odas as hipóteses possíveis a respeito dos val ú 
atribuir às letras a e b. j EREA 
i AER Er hipótese : 30 e b0. Se os coeficientes a e b 
são diferentes de zero, isto é, se a e b são números quaisquer, 


inteiros ou fracionários, positivos ou negatifos, a fórmula NR 
! Q 
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nos dá um valor e sômente um para x. Com efeito, a divisão de 
b por a não admite dois quocientes diferentes. Este é o caso 
mais comum na prática e podemos, portanto, concluir que : 

A equação ax=b, sendo a e b números diferentes de zero, 
admite sempre uma raiz, e sômente uma Esta raiz pode ser um 
número inteiro ou fracionário, positivo ou negativo. 

"Segunda hipótese : 00 e b=0. Neste caso, a equação 
az=b admite uma raiz nula, porque o quociente de zero divi- 
dido por um número diferente de zero, é zero. Considerando 
as equações 57=0, 8r=0, 107=0, etc., o único valor de £ que 
satisfaz a estas equações é zero. 

Terceira hipótese: a=0 e b0. Neste caso, a raiz 


b 
da equação az =b toma a forma x = T (com b 0). Ora, 
a divisão de um número qualquer por zero não é possível; 
b a! 
portanto o símbolo T não tem significado algum. Mas, se ob- 


servarmos a equação 0X z = 5, veremos de pronto que ela 
traduz um absurdo, porque não existe um número que, multi- 
plicado por zero, dê um produto igual a 5; o produto é sempre 


nulo. -O símbolo T é, geralmente, o símbolo de impossibilidade. 
Portanto, quando a raiz de uma equação se apresenta sob 
a forma sendo m = 0, não é possível resolver esta equação. 


“Entretanto, êste símbolo T- tem, em Matemática, uma 


interpretação muito interessante. 

Consideremos as frações 

5 5 5 5 o 5 

T O 001 0001 00001 0,0000 
cujos denominadores vão diminuindo sucessivamente. 

As frações do grupo (A) podem ser substituídas pelos seus 
valores calculados, isto é: Y ; 

5, 50, 500, 5000, 50000, 500000,...... (B) 


(A) 





ga cp 








Portanto, se o numerador de uma fração permanece constante 
as sucessões (A) e (B) nos mostram que, à medida que o denominador 
de uma fração diminue, o valor desta mesma fração aumenta, 
Donde resulta que, quando o denominador se torna muito pëe- 
queno, aproximando-se de zero, o valor da fração torna-se maior 
do que qualquer número dado, por muito grande que seja êste 
número dado. Este valor limite, que não é possível exprimir 
numêricamente, é chamado valor infinito ou simplesmente infinito 
e é representado simbdlicamente por um oito deitado (co) , 

“E preciso observar que : 
O denominador da fração diminue continuamente, tendendo 


E A s 
para zero, mas sem atingir o valor zero, e a jração tende 


para o limite infinito, sem núnca ati j 
| engí-lo, mas se a ima 
dêle cada vez mais. l oija 


Em linguagem matemática, diremos : di 


O limite da fração l j 
jraç (com m constante e z variável) 


quando x tende para zero, é o infinito. 


; los algébricos, traduzi sse f 
: uzirem s : 
pela seguinte notação : á os Êsse fato 


lim. (=) = 00 


*'r3»>0 
Ou, abreviadamente : Ki = O. 


Portanto, o infinito pode ser representado, indiferentemente, 


o m 
pela expressão -y com (m = 0) ou pelo símbolo œ. 


Quarta hipótese: a=0 e b=0. Neste caso, teremos 


=— (fui 
a ($ 

u infini 3 

e TAERA de raízes, e é chamado o simbolo da indetermina- 

e Z om efeito, a equação toma a forma dz = 6, e é, evidente- 
nte uma identidade, pois qualquer número finito multiplicado 

por zero é igual a zero. Em resumo: | l 


Êste resultado significa que a equação tem 
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Reduzida a equação do primeiro grau com uma incógnita, 
ma normal ax=b, = e 
á I. Sendo «0 e b0, a equação tem uma única ralz , 


ão determinada. l 
RR IE Sendo 2x0 e b=0, a raiz da equação é zero; sendo 


i à equa- 

zero um número como outro qualquer, ainda neste sidade a 

tem uma única raiz, e é, portanto, uma equação ARA 

ac ão não tem raízes ; é um 
III. Sendo a=0 e b0, a equaçã 


; bsurda. 
ua e a Es 0 e b = 0, a equação transforma-se em uma 


identidade; é uma equação indeterminada. 
servaç Sendo mM mx, e supondo m=0 en =0, resulta 
a os $ y to, o produto O X % 
0 0x0 .:.0X 00 =n (número qualquer). Portanto, o p 
é também um símbolo de indeterminação. 


é 


do são expressões racionais e inteiras em x. Seja 
22 — Tz + 12 (A) 
q -br+ 6 


e . 


2 -T4 +12 _ m e 
2 grh 6 3-5Xx3+ 6 9-15+ 6 J 

i e, para z = 3,0 valor numérico da fração (A) 
5, 8, 12, etc.. 


2-7X3+12  9-21+12 0 





E concluímos qu 
é — é indeterminado, é um número qualquer : 


ã i - de ser falsa. 
ta conclusão é arriscada ; “Po 
Ed se se os dois têrmos da fração (A) se du 
rt = 3 conelue-se, de pronto, que ambos são divisíveis 
nto. E 48) i 
ai i ; têrmos da fração (A) por 
dividindo ambos os têrmos ae 
o iatorandadpa (852, 5.º caso) teremos sucessivamente 
- S 


Z-z +12 - -3-4 _ 2-4 (B) 
m-52 + 6 (7-3(x-2) 1-2 
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E, nesta última fração, fazendo z = 3, veremos que o verda- 
deiro valor da fração (A) é -1. 

Era o fator x-3, comum aos dois têrmos da fração (A) e 
nulo para z = 3 que fazia com que esta fração se apresentasse 
indeterminada. Esta indeterminação era falsa, aparente : supri- 
mindo-se o fator x-3, a indeterminação desapareceu. 





3-472 s 
II. Consideremos a fração racional * -5 Z zz < 
e procuremos o seu valor numérico, fazendo z=1. Acharemos 


z Esta indeterminação será real ou aparente? Não nos é 


possível, por enquanto, fatorar os têrmos da fração dada. En- 

tretanto, se ambos se anulam para zel, concluímos, (848) que 

êles são divisíveis (exatamente) por z — 1, e que a “indetermina- 

ção é talvez aparente, e produzida pelo fator s—1. 
Imediatamente dividimos ambos os têrmos da fração por 

Z2- 3242 

. q2+7-6 

Procurando o valor numérico desta fração, para z=], resulta: 

22-32+2 _ 1-3+2 0 i 


r= 1, e teremos....... 


z? +z-6  1+1-6 l4” 
- 3. 472 ER 
Portanto, para z=1, E ta = 0 


z? 72146 
Se uma fração algébrica, cujos têrmos são polinômios inteiros e 
né dis 0 ' 
racionais em x, toma a forma q Pax = a, o teorema de d’ Alem- 


bert nos previne de pronto de que ambos os têrmos desta fração são 
divistveis exatamente por x - a; então dividimos os têrmos da tração 
por x-a, e procuramos o valor numérico da tração resultante, 
para x=as; e assim por diante. 

HI. Vimos no parágrafo anterior que a expressão 0X <> 
é também um símbolo de indeterminação. 

Consideremos a expressão algébrica seguinte : 


E. NA n 
2 SE AE E 
(a? + 2a — 15) X ERR (A) 
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Calculando seu valor numérico, para a=3, teremos : 


4 4 
Ote-WXgg pT IXTS 


3, a expressão A é indeterminada. 


E diremos que, para a= 
l ou aparente? Escrevendo 


Mas esta indeterminação será rea 
a expressão A sob a forma 
A(02 +29 — 15) 
a?+a— 12 

edendo como nos casos anteriores (I e II), teremos : 

4(a?+-2a-15) 4 (a+5Xa — 3) _ Ha+5) 

a?+a — 12 (a+4)a — 3) ~ ap 

E nesta última fração, fazendo a=3, acharemos > que É 
o verdadeiro valor da expressão A, para a=3. T. 

Portanto, a indeterminação da expressão À 
era produzida pelo fator à — 3 que se anula para a=3. 


e proc 


era aparente ; 


t -1 
IV.- Sendo = — + —r e supondo m = 0en = 0, 
no m 
iso q LL Lcd 
Oo Arco A 


co 
Portanto, a expressão — é também um símbolo de inde- 


terminação. Entretanto, à indeterminação indicada pelo símbolo 


£ pode ser, às vêzes, aparente. 
O símbolo = aparece quando se quer determinar o valor 


numérico, para 7=9, de uma fração algébrica cujos têrmos são 
polinômios inteiros em 7T. Dêste caso trataremos oportunamente. 
mn 1 1 
V. Sendo = — - —;, e supondo m = Oen = 0, 
mn n m l 





resulta : o RA 
Q Ta 


0 
Portanto, as expressões sr oo — 


co — c0 = n (número qualquer) 








co são equivalentes, isto é: 
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E a ex = 

RR e co é também um símbolo de indetermi- 

nada dão E aparece quando se quer caleular o valor 

caso, nvidia ao RPA entre duas frações algébricas. Neste 

duas frações, su caer em primeiro lugar, a diferença entre E 

pa , s os fatores comuns a ambos os tê i 
ção resultante e, depois, calcular-lhe o valor num a 


Exercícios. Série XLIII 


Calcular o verdadei ; 
adeiro valor das ex 

J a ressões i > 

com os valores de z indicados para anda uma Aon ai 


z?—Tr+12 











1. z: Br his para g=3 i 8. a e Se 
a Ziz tm o os 
zii pig Pa c=8 i. g Steti n 
3, 22+32-10 ! rei Š 
2º+2-6 para c=2. | 10, ZIREN ada dos 
a E!+2-20 e T 
z?—3r-4 para s=4 OIL pa ed pio di 
5, 2!-Be-28 rias 
Soa e Ss qa O ui coli 
é 2!-T2+6 c a c 
* g2- 8412 para amo l 13. da + am - 2a? Epa 
2H+Igarão ee na Ê 
sijaj para z=-g | 14 EtSmtêy” 
I z3+4ry+3y? para z=—y 


74. Classificaçã ma 
Bia. Parr r s Kain equações. (*) Para classificar u 
tr e » Pre Iminarmente, passar todos os seus têrm 
“a a es E da mesma equação, (em geral para 

l ue o outro membro fi ido 
D ique 
aijaa reduzem-se os têrmos aeia ppa ic Pd 4 
orma g = ? a 
AAAS mea = O, na qual A, o primeiro AETR 

z F E a incógnita (ou as incógnitas) i 

sob a form = fics 

Ra na pan A = O, que se classifica uma equação 

ção de uma equação obedece a vários critérios 





(*) ste pará i 
: grafo pode ser omitido e imei 
volvido graduslmente, de acôrdo com as Mocemidadis ds feno itaas 








3 


TETEN 
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maniamas 


Uma equação pode ser classificada pelo número de suas in: 

cógnitas. Consideremos as equações seguintes : | 
— 1 82-y=74+22.0. 1 a+ty-b=22+3 .". 

be-4=32+4+4.". À a 

21-8=0 ! g =y-7=0 | aty-2z-8= 

A primeira é chamada equação com uma incógnita ea segunda, 
equação com duas incógnitas; a terceira, equação com três in- 
cógnitas. 

Consideremos a equação. 

32-24 +8 = 3r- 5z-2y + 1 o) 
Reduzindo esta equação à forma A = O, teremos sucessiva- 


mente : 3z- 2y +8- 3z + 5z + 2y -11 = 0. 
52-3 = 0 


E assim verificamos que a equação (1) sendo, aparentemente, 
uma equação com três incógnitas, é, na realidade, uma equação 
com uma incógnita. - g , 

Eis por que, para classificar uma equação, é pis 
dar-lhe a forma geral A = O, com a redução dos têrmos semelhan- 
tes, no 1.º membro. l vm En 

ervação itualmente representam-se as incógnitas de uma eq i 
pelas dd ari alfabeto, 7, Y, 2, t, -.-- E ou por estas os se 
r tadas de fndices,£ı, Zz, Ta, -.., ete.. ; 
pe a A A AE iiae casos, as incógnitas podem ser repre- 
as , 
sentadas pelas letras a, b, c, ... mM, n, etc.. 

Uma equação pode ser classificada pela natureza e as 
rações a que estão submetidas as incógnitas. sta 
classificação mais importante. dae q 

Voltemos à equação A=O e suponhamos, para maior simpli 
cidade, que esta equação contém sômente uma incógnita, z. 

Se na equação A =O, a incógnita x estiver ap 
ànicamente às operações elementares, adição, w mul a 

caçã ivi ciaçã xpoente inteiro ou fracionâári 
licação, divisão, potenciação (com exp e inte ) 
Ai eA (com. {ndice inteiro ou fracionário) diremos que a e 
ção A=0 é uma equação algébrica pròpriamente dita ou, abre- 
viadamente, equação algébrica. 














Por exemplo, as equações 
T +2r-2 = 0 
Vz- sz+li=0 
3 


s? +zr-i = 0.. yYæ+r -i 
T’ +æ-4=0.. + +29-4 
1 
2 w 
kz x-i 
são equações algébricas. 


0 (§40) 
0 (839) 





ərz = 0 


Se, na equação À = O, a incógnita 2 estiver submetida a 
operações transcendentes (*) diremos que a equação A=0 é 
uma equação transcendente. 


As equações algébricas podem ser racionais ou irracionais. 
São racionais, quando a incógnita x está submetida sômente 


- a operações racionais, isto é, adição, subtração, multiplicação, di- 


visão e potenciação (com expoente inteiro). 

São irracionais, quando a incógnita x está submetida a uma 
radiciação ou, o que é a mesma coisa, a uma potenciação com 
expoente fracionário. 

Às equações 


2V2+2-1=0 


-2 
x +zr-i =0 
são racionais. 


No 3.º exemplo, Y2 é um valor numérico que não influe na 
classificação da equação; não é a incógnita que está sujeita à 
extração da raiz quadrada. Observemos também, em relação ao 
4.º exemplo, que 2 * = + (839) 


(*) Não é possível exemplificar, neste parágrafo, as equações tran- 
scendentes. Os primeiros exemplos destas equações, isto é, equações trigonomé- 
tricas e equações exponenciais serão apresentados depois da 4.º série ginasial. 
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T f 


com o quadro seguinte : 


do 1.º grau 
3 do do 2.º grau 
5 6 . (834) inteiras ö 
r irracional, mas não é, porque Vz = q? (834) nte do 3.º grau 
FRENA mais uma vez que, para bem classificar uma racionais - do 4.º grau, ete.. 
afins g 3 3 5 epo pis : ` š . ,.. 
Verificamos aa di efetuar todas as simplificações possíveis. equações algébricas findionáiias 
à À € S E . . . 
PA a i oa TUEA 0 irracionais 
As equações Vi-ztz-1= 
1 


Neste capítulo estudámos sômente a resolução das equações 


' 
23 4+272-3=0.". y z+2z-3=0 algébricas, racionais e inteiras do 1.º grau, com uma incógnita. 


são irracionals. a ea . 
Por sua vez, as equações racronats se dividem em duas cate 
3 El » . a 
orias: equações inteiras € equações o ari ds des 
E Uma equação racional é inteira, quando a pag i n A K% 
como denominador. E” fracionária, quando figura como genom ; 
€ . 
As equações gz? +z +i = 0 


+1 =0 z- 2(1-2}+1 =0 


75. Equações de grau superior ao primeiro. A difi- 
culdade da resolução de uma equação aumenta com o grau da 
mesma equação. Mais tarde estudaremos na quarta série gina- 
sial, o método geral para resolver as equações do 2.º grau. Entre- 
tanto, a fatoração algébrica ($ 53) nos permite resolver com faci- 
lidade algumas equações de grau superior ao primeiro. 


I. Resolver a equação z2— Ilr+24=0. 
x2 = 





1-2) Fatorando o primeiro membro desta equação, teremos : 


(z-3)(x-8) =0 (A) o 
O segundo membro da equação A é zero; o valor ou os 
valores de x devem ser tais que, substituídos no 
bro, o anulem, o reduzam a zero. 
(r—3) (x — 8), é um produto. 
nulo, é bastante que um dos fa 


são inteiras. 
SE 
As equações v+ z-i ig 
1 primeiro mem- 
-2 0.. —— 43 =0 
(@-1) a SA e at 


Mas o primeiro membro, 
são fracionárias. 


Finalmente, as equações inteiras (e, portanto, yoran na 

ser de graus diferentes. O grau de uma equação inteira a) 

nado pelo expoente mais alto da incógnita (ou das incóg ; 

i ões l 
Assim, as equaç iei E 

5-1 = 0 
L-2æ+4=0 o l . 
são, respectivamente, do 1.º, do 2,º, do 4.º e do 5.º grau em z, 
Consideremos a equação 


tores seja nulo. 


Portanto, o primeiro membro da equação ficará reduzido 
a zero se tivermos : 


T-3=0 .". z=3 
t-8=0 .". z=8 


E assim verificamos que a equação A tem duas raízes, 3 
e 8, e que distinguiremos uma da outra dizendo q =8 e z” =3, 


o mo me é 


a) I. Resolver a equação z?+5z - 14=0. 
£2 = zle-i) +3 Fatorando o primeiro membro...... (1+7) - 2)=0 
Reduzindo-a à forma À = O, acharemos Igualando a zero cada um dos fatores, 
2-3 = 0 . 
? z+7=0 .'. g=-7 -£ =+2 
Portanto, a equação (1) que parece ser do 2.º grau Ma O E 1=+2 R. { deu 
realidade, do 1.º grau. 


E, para que um produto seja 


3 
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II. Resolver a equação x?=9. Passando 9 para O primeiro 
membro e fatorando, teremos : 
22-9=0 .". (x+3)zx—-3)=0 .". 
Z+3=0 .". 1=—3 R tao 
z-3=0 .". z=+3 CUg'=-3 
Observação. E fácil compreender que, sendo 7!=9, a raiz desta equação 


- pode ser +3 ou -3. 
IV. Resolver a equação z2 — 107+25=0. 


Fatorando o primeiro membro,...... (x — 5)(x — 5)=0 
z—-5=0 .". 1=5 fr =+5 
g-5=0 .". 1=5 E { x" =+5. 


Observação. Na verdade a equação zt-10z+25=0 tem apenas uma raiz 
que é 5. Mas a equação do segundo grau com uma incógnita tem em geral duas 
raízes; eis por que, quando acontece que as duas são iguais, nós escre- 
vemos, como no caso presente, g'=5 e 7'=5, E dizemos, em Matemática, 
que a equação dada tem uma raiz dupla. 


V. Resolver a equação 2? — 57=0. 


Fatorando o primeiro membro,...... a(x — 5)=0 
Z=0 .". 1=0.: R 4 =5 
g-5=0 .". 0=5 ` AE 


VI. Resolver a equação 23-47? — 4r — 4=0. 
Fatorando o primeiro membro (por agrupamento), 
(22 - 4x +HWD)=0 ." 
(z+2)(z — 22 +4+D=0 


g+2=0 .". 1= —2 q =+2 
2-2=0 .". 2=+2 R. 4 z” =-1 
=0 .". z=-—l1 g= -2 


Exercícios. Série XLIV 


Resolver pela fatoração as equações seguintes : 
1. zº+112424=0 6. x*t5z+6=0 
2. 23-72+410=0 7. x?-824+12=0 
3. 2º+62—-7=0 8. 2!-7246=0 
4. 22-32—-28=0 9. zº4+112-12=0 14. 2*-1374+30=0 
8. 2º4+132+12=0 10. z*-97-36=0 15. 2*-167-+15=0 
16. 2º'-82º+127=0 A 19. 23-722-+122=0 
17. z?—13z°4+12z=0 l 20. 3z? — 24r +36 =0 
18. 234+52º-842=0 1 21. 42!+122+8=0 


11. z!'-82-20=0 
12. 214+32+2=0 
13. 2!-177+30=0 


te o e e e e e E 
pm tr e a a a $ 








CaríTULO VÍ . 


Geometria Dedutiva 


7 . 31 õ é i 
PE de E pi geométricas. Proposição é a expressão de 
por meio de palavras. (Lógica, de J. Balmes). Por exemplo: 


Z 


I. O homem é um ser mortal. 


II. Duas quanti quai ; 
Li q idades iguais a uma terceira são iguais en- 


dos Eee Y a r a Er gi e 
e TRE 
res lo Ea vi Err ERR paço soma Aoa oclo 
bra Entre as proposições estudadas em Matemátiča devemos lem- 


Axioma ou ra 
tração. postulado é a proposição aceita sem demons- 


A palavra postulado é derivada do verbo latino postulare, que 
9! 


significa pedir. O postulado é uma proposição, cuja aceitação - 


se pede e não se prova. 


Teorema é ah 
aceitamos e pionne HIS To se demonstra. Nós não 
e sem a n ári 
N ; » Se ecessária prova. 

hipótese nda a eas há a considerar ea partes: 
; Ipótese é a suposição, é ao 
a tese é E ção, é o ponto de partida: 
WAEA r a que se quer chegar, é aquilo q w 
porque exi r. Consideremos a proposição III; é um teorema 
tica sem rc prova; nós não aceitamos esta verdade matemá, 
pere A a prova. Neste teorema a hipótese é que nós temo 
peA úmeros formando proporção, isto é, a:bic:d r 
ka i é, aquilo que exigimos que nos provem, é vó. dei 
é igual ao produto bc. , é que o pro- 
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Teorema recíproco de um teorema dado ou, simples- 
mente recíproca de um teorema dado, é o teorema que se 
obtém tomando a tese do teorema dado como hipótese e a 
hipótese como tese. Assim, em relação à proposição II, a reci- 
proca é a seguinte: l 

VI. Se o produto de dois números é igual ao produto de 
outros dois, êstes quatro números formam uma proporção, colocando 
os fatores do primeiro produto nos extremos (ou nos meios) e os fa- 
tores do segundo produto nos meios (ou nos extremos). 

Nesta proposição, a hipótese é que nós temos dois produtos 
iguais ad e be. À tese é que êstes quatro fatores formam a pro- 
porção a:b::c:d. 

Para distinguí-lo da sua recíproca, 
é, a proporsição III no caso presente, 


reio. 

Teorema contrário de um teorema dado é o teorema 
negando a hipótese e, lôgicamente, a tese 
em relação à proposição III, o teore- 


o teorema primitivo, isto 
será chamado teorema di- 


que se obtém, 
do teorema dado. Assim; 
ma contrário é o seguinte: - 

VII. Se quatro números não formam uma proporção, o 
produto dos extremos não é igual ao produto dos meios. ` 

Nesta proposição, a hipótese é que a razão a:b não é igual 
à razão cid. À tese é que o produto ad não é igual ao produto bc. 
= Teorema contrário de um teorema recíproco é o teo- 
rema que se obtém negando a hipótese e, lógicamente, a 
tese do teorema recíproco. Assim, em relação à recíproca da 
proposição III, isto é, em relação à proposição VI, o teorema 
contrário é o seguinte: 

VIII. Se o produto de dois números não 
de outros dois, êstes quatro números não formam uma proporção, 
colocando os fatores do primeiro produto nos extremos (ou nos meios) 
e os fatores do segundo produto nos meios (ou nos extremos). 


Nesta proposição, a hipótese é que o produto ad não é igual 
é igual à razão c : d. 


sua, recíproca VI, e os dois teoremas con- 


ao produto be. A tese é que à razão a: b não 


A proposição HI, 
trários VIT e VIII, podem ser resumidos no quadro seguinte : 


é igual ao produto 
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teorema direto HI l H. | a:b:ie:d 
T. i ad = be 
teorema reciproco VI [ H. ] ad = be 

T. | a:b:icid 

teorema contrári fa e 
a conirário do direto VII H: E = 7 
E. i ad = be 
teorema contrário do reciproco VIII A ido 
T: f =a £ £: 
b d 



















Do es ês 
ri e pa pi a resulta que o teorema contrário do 
“o, recíproco do teorem åri i 
; sorema contrário do d 
Aad 1 | o direto. 
Pepsi ms Aya que, se uma proposição é verdadeira, 
roca ; em sempre. Assim, consi 
Í , i ' y nsiderand 
PL pg I, a recíproca seria: Todos os seres moriais são 
mea que não é verdade. Aprendemos em Aritmética que 
tuo a Feia divide as parcelas, também divide a soma En- 
tao E ps E ip nem sempre é verdadeira. Por exemplo o 
1de a soma 12, mas nã ivi e 
e ; ão divide as parcelas 5 e 7 


77. 3 ; É 
ERR ae dedutivo. |O método dedutivo é o empre- 
e a e, particularmente, na Geometria. O 
m A nos diz: A soma dos ângulos (internos) 
coa Sr da o igual a quatro ângulos retos. (8111). Ora 
Tapa en ipa afirmá-la; é preciso também prová-la. 
tenha provado a a Ae E ni 
três ângulos (internos) de um triân pb o ea 
a gulo é igual a dois ângulos retos. 
é avo) Ee fi a verdade depende, por sua a 
a E pd everão ter sido provadas anteriormente 
a Te i sucessivamente. i 
ea pois que as verdades da Geometria formam uma cadeia 
s são aprendidos cada um por sua vez; estas verdades se 
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ha 


deduzem umas das outras pelo raciocinio; estabelecido que o teo- 
rema A é verdadeiro, prova-se o teorema B; sendo A e B verda- 
' deiros, prova-se o teorema C; e assim por diante. 

Mas, como começar? Qual será o ponto de partida para 
provar, para demonstrar todos os teoremas da Geometria? E 
muito simples; é necessário estabelecer um conjunto de axiomas 
ou postulados para dêles deduzir lògicamente todos os teoremas 
da Geometria; êstes axiomas, convenientemente escolhidos, nos 
auxiliarão a construir o edifício lógico que é a Geometria Dedu- 
tiva. i 
Assim, o método dedutivo consiste em encadear, pelo ra- 
ciocínio, tôdas as verdades de modo que qualquer delas decorra 
das precedentes e únicamente destas. 

O método dedutivo foi empregado nas ciências matemáti- 
cas desde a mais remota antiguidade; estas ciências podem ser 
consideradas como as ciências dedutivas por excelência e parti- 
cularmente a Geometria, cuja elaboração como sistema dedutivo 
é devida aos gregos (do V ao III século A.C.). “A Geometria ra- 
cional que aprendemos hoje no curso secundário é, com ligeiras 
modificações e acréscimos, à Geometria que Euclides, famoso ma- 
temáticô grego, escreveu em Alexandria, provavelmente no pe- 
ríodo 306-283 A. C., durante o reinado de Ptolomeu I. 

Do livro de Euclides, que se chamava Elementos, foram 
tiradas umas 1500 edições, sendo a obra mais difundida depois 
da Bíblia. (H. Wieleitner). Os espanhóis, porém, opinam que 
o segundo lugar, relativamente ao número de edições, cabe ao 
famoso D. Quichote, a obra imortal de Cervantes. 


78. Métodos de demonstração. A demonstração de um 
teorema é o trabalho intelectual necessário para provar êste mesmo 
teorema. Existem, em Matemática, milhares e milhares de teo- 
remas; entretanto, poucos são Os métodos necessários para de- 
monstrá-los. Entre os mais empregados citaremos, por enquanto, 
os seguintes: 

a) Demonstração direta. 

b) Demonstração por absurdo. 





| 
| 
| 
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O primeiro método consiste em t i 

( o m “cons m tomar a hipótese e, com o 
auxílio de definições, axiomas e teoremas já demonstrados dela 
deduzir a tese ou conclusão a que se quer chegar. , 

a segundo método consiste em negar a tese de todos os modos 
Ee ig e verificar que, a cada negação da tese corresponde um 
i surdo, isto é, uma negação da hipótese. Ora, se cada negação 

a ne nos a a um absurdo, forçoso é aceitá-la. 
. Para exemplificar o primeiro 
cosmo DE (E70 0) p processo vamos tomar a pro- 
H. { a:b::c:d T. | ad = bc 
Por hip. os números a, b, c, d f 
núm , b, c, d formam uma proporção. O 
lembrando a definição de uma proporção, podemos are = 
a c 
5 Tai (1) 
` Multiplicando-se ambos os m i 
/ se embros desta igualdade pelo mes- 
mo número bd, os dois produtos constituem ainda uma igualdade 
, 


em virtude do princípio da multiplicação. (866) Então, da igual- - 


dade (1) resulta : abd bed 


b d (2) 
Dividindo-se ambos os têrmos de uma fração por um mesmo 


número, o valor da fração nã ; 
l o se altera, em virtude de 
cido teorema de Aritmética. à ds 


Aplicando-se êste teorema à igualdade (2) resulta : 
P l ad = be (3) 
ra, a igualdade (3) é justamente a nossa t E 
É c ese. Eest 
monstração nós a fizemos, tomando a hip. e ea aa e pi 
Ar s uma definição, um axioma e um teorema. 
ara exemplificar o segundo processo, voltemos à mesma 


proposição. 
Es H. | a:b::c:d T. fad=be 
e acôrdo com a tese, o produto ad é igual ao produto bc. 


Ora, só há um modo de ne : 
, um. gar a tese: é af i 
produtos são diferentes. Suponhamos ge ia a ii 


ad > be (1) 


(*) Evidente: i 
PA E oaea a não podemos, por ora, exemplificar com um teo- 


f > 
a Sala ias aenn 
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Dividindo-se ambos os membros desta desigualdade por um 
mesmo número positivo bd, os dois quocientes formarão ainda uma 
desigualdade do mesmo sentido que a desigualdade (1) em virtude 
de um teorema de Algebra que aprenderemos oportunamente. Apli- 
cando-se êste teorema à desigualdade (1) resulta : 


ad be (2) 
bd bd 
De (2) aplicando-se um conhecido teorema de Aritmética, resulta : 
Pei: 
Portanto, a razão > é maior que a razão T Mas isto é 
um absurdo porque, por hip. E es = Ora, se a negação da 


tese nos conduziu a um absurdo, e não havendo outro meio de 
negá-la, é forçoso aceitá-la. 
Observação Partindo da desigualdade ad < be, facilmente se pro- 


a c 
vará que Fa < T 


Em Geometria, o método mais empregado para demonstrar 
teoremas é o método direto. E, para que o estudante consiga 
bons resultados com a adoção dêsse método, deve obedecer aos 
preceitos seguintes: 

a) Entender claramente aquilo que pretende demonstrar. 

b) Separar nitidamente a hipótese da tese. 

c) Examinar minuciosamente a hipótese, rejletir bastante sôbre 
o seu conteúdo e sôbre os fatos anteriores que ela pode evocar em 
seu espírito, para dela tirar o maior partido possível. 

d) Partindo da hipótese, caminhar cautelosamente para alcan- 


çar a tese, com o auxílio de definições, axiomas e teoremas anterior- - 


mente demonstrados. 

Êste último preceito é o mais difícil na aplicação ; consegue-se 
com numerosos exercícios, e com o auxílio de algumas regras que 
serão conhecidas oportunamente. 


Exercícios em classe. Demonstrar diretamente e por absur- 
do, as proposições II, VI, VII e VIII do §80. 
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9. O ponto, a reta e o plano. São os conceitos funda- 
mentais da Geometria, também chamados conceitos primitivos 
ou noções primitivas. Dêles já nos ocupámos desenvolvida- 
mente em nosso E.M.P.V.$$1 a 18, e que os estudantes devem 
reler cuidadosamente. 

As noções de ponto, reta e plano são intuitivas, isto é, delas 
temos um conhecimento direto e imediato, sem que seja preciso ` 
definí-las. 

A êstes três conceitos fundamentais da Geometria, devemos 
juntar também o sólido geométrico, que não é um conceito primi- 
tivo, visto que é necessário definí-lo. (E.M.P.V. $4) 

Dois pontos se distinguem um do outro pela sua posição, 
e nada mais. 

Já vimos também que as principais propriedades da reta são : 

a) Por dois pontos dados, A e B, podemos traçar sempre uma 
reta, e sômente uma. O que eqüivale a dizer que: Dois pontos 
determinam uma reta, e sômente uma. Desta propriedade resulta: 

Duas retas AB e A'B’, tendo dois pontos comuns, coincidem 
em toda a sua extensão. i 

b) Por um ponto dado podemos traçar uma infinidade de retas. 
Uma infinidade de retas significa tantas retas quantas quisermos. 
Portanto, um ponto de uma reta não é bastante para determinar esta 
mesma rela. 


Axioma. Em uma reta existem uma infinidade de pontos. 

Duas retas se distinguem uma da outra pela sua posição, 
e nada mais. z 

A propriedade característica do plano, e que se aceita como 
um axioma (ou postulado) é a seguinte: 

Se um plano contém dois pontos de uma reta, contém a reta 


toda. 


Dois planos se distinguem um do outro pela sua posição, e 
nada mais. j 
Axiomas relativos ao plano. Os principais. são os se- 
guintes: 
I. Em um plano podemos traçar uma infinidade de retas. 

II. Existem tantos planos quantos quisermos. 

III. Três pontos dados e não situados em linha reta determi- 
nam um plano, e sômente um. 
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Do axioma III resultam os seguintes corolários : 

I. Uma reta AB, e um ponto M situado fora da reta, determi- 
nam um plano, e sômente um. 

Com efeito, tomemos dois pontos C e D na reta AB; os 
pontos C, De M, não situados em linha reta, determinam um 
plano, e sômente um. (axioma III) 

II. Duas retas que se cortam determinam um plano, e sômente 
um. 

Observação. As noções de semirreta e segmento também 
já são conhecidas. (E.M.P.V.$14) - 


80. Figuras geométricas. A figura geométrica é um con- 
junto de elementos geométricos, isto é, pontos, linhas, superfícies e 
sólidos. 

A figura geométrica mais simples é o ponto. 

Duas figuras geométricas podem ser semelhantes, equivalentes 
ou iguais. 

São semelhantes quando têm a mesma forma. Por exemplo, 
dois quadrados cujos lados medem respectivamente 4m e im, 
duas circunferências cujos raios medem respectivamente 5m e 
8m, são figuras semelhantes. 

São egiiivalentes quando têm a mesma extensão. Por exem- 
plo, um quadrado cujo lado mede 6m e um retângulo cujas dimen- 
sões respectivas são 9m e 4m, são figuras equivalentes; um cubo 
cuja aresta mede 8m e um bloco retangular cujas dimensões são 
4m, 8m e 16m, são também figuras equivalentes. 

São iguais quando têm a mesma forma e a mesma extensão. 

Figura geométrica plana ou, simplesmente, figura plana 
é a figura cujos pontos estão todos situados em um mesmo plano. 

O triângulo é uma figura plana. (879) 

Postulado da superposição. Uma figura geométrica pode 
deslocar-se no plano ou no espaço, e de um modo qualquer, sem que 
a sua forma e a sua extensão se alterem. 

Para provar a igualdade de duas figuras geométricas, colo- 
ca-se uma sôbre a outra. Se elas coincidirem em toda a sua exten- 
são, diremos que são iguais. 

Observação. A coincidência de duas figuras geométricas pode ser 
feita experimentalmente ou pelo raciocínio. 
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Todos os pontos são iguais; todas as retas são iguais; todos 


“os planos são iguais. 


81. Divisão da Geometria l A Geometri ivi 
ê et 
de ria divide-se em 
a) Geometria Plana 
b) Geometria Sólida ou Geometria no Espaço 


A primeira estuda as fi : 
: guras planas; a : 
figuras não planas. p ; a segunda estuda as 


Observação. Certas figuras e, particularmente, certas linhas 
como a mediatriz de um segmento retilíneo, a bissetriz de um 
ângulo, a circunferência, etc., gozam de determinadas proprieda- 
des, pelo que se denominam lugares geométricos. Destas figu- 
= ia oportunamente, isto é, quando for possível exem- 

T. i 


am 


a TO 











Capíruro VII 


À Reta 


82. Angulos. Angulo é a figura geométrica formada por duas 
semirretas distintas que têm a mesma origem. A figura AOB (fig.1) 
é um Z (*). As semirretas OA e OB são os lados do ângulo, e 
o ponto O, origem comum das semirretas, é o vértice do ângulo. 
Para ler um Z enunciam-se as três letras da figura, tendo, porém, 
o cuidado de enunciar em segundo lugar a letra do vértice. Por- 
tanto, é êrro dizer Z ABO ou Z BAO (fig. 1); é necessário dizer 
Z AOB ou Z BOA. Poderíamos também ler um Z, enunciando 
apenas a letra do vértice, isto é, dizendo < O. Entretanto, êste 


E D 


C 


[1.9 
O &- A 
Fig. 1 Fig. 2 
segundo modo de ler um ângulo pode produzir confusão, como 
acontece, por exemplo, com a figura geométrica f ormada pelas cinco 
semirretas OA, OB, OC, OD e OE (fig. 2). Neste caso é preferível 
ler um Z enunciando as três letras na ordem acima indicada. 

Há um modo mais simples de ler ou indicar um Z; é colocar 
uma letra minúscula ou um número no interior do mesmo. Assim, 
diremos Z « (alfa, primeira letra do alfabeto grego) em lugar de Z AOB 
(fig. 1); < 1, em lugar de Z AOB (fig. 2). 

Um Z é também uma grandeza e, como tal, pode ser ava- 
liado ou medido. Mas a grandeza de um < não consiste na super- 
fície plana compreendida entre seus lados porque duas semirretas 
não bastam, evidentemente, para fechar, limitar uma porção de 
plano. Também não consiste no comprimento de seus lados, por- 





(*) Convém lembrar que, salvo aviso em contrário, nos referiremos 
sempre ao ângulo convexo. (E.M.P.V. 819). 
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A 
que êstes são semirretas, 1 
ml: s, Isto é, tê i x 
dade. O-Compr ; , têm origem, mas não tê z i 
: rime É ? êm extremi- 
Digi dt pas de cada um dos lados de um Z é ilimitado 
a E Ro a da grandeza de um Z imagine- 
cada sôbre a primeira, Ra , E pe OB colo 
, o ambas a mesma ori á i 
rigem, o ponto O 
, 
3 





k IB 

À B 
| Fig. 3 B 

E N A 
wi - A o! A i : 


Fig. 5 
Fig. 6 

e o mesmo sentido. Estando as duas seii i 
| mirreta: siçã 
T n que elas formam um ‘ângulo e An Eai 
ore o em tôrno do ponto O, no plano Ea aa 
ar ci y ps ponteiro de relógio, e no nado 
crescer. (figs. 4,5e6) Quando as Eça a e 
em sentidos opostos, formando gs 
uma reta (fig. 7), dizemos em Geo- 
metria que elas estão formando 
um ângulo raso ou ângulo direito 
ou ângulo de meia volta. 

Continuando a semirreta OB 
a executar o seu movimento de j a A 


s ficam dirigidas 





RE AA 
- rotação, o Z continua a crescer Fig. 7 


figs.8 i 
s OR “6 a a semirreta OB volta a coincidir | 
OA e OB estão Aai Hi B diremos, neste caso, que as Hry e 
ando um ângulo giro ou ângulo de $ a 
2 ima 


; volta ou perígono. 


Os “4 podem ser convexos ou côncavos 


Angulo convexo é 0 à 
; Dé a 
(figs. 4, 5 e 6) o ângulo menor que o ângulo de meia volta. 


Angulo côncav Â 
2 avo é o ângulo maior que o âng: j 
e menor que o ângulo de uma volta. (fige 8 9 pá et EERS 





| 


2 
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40 Elementos de Matemática 





ATE 


Fig. 9 
Fig. 8 





Fig. 11 
Fig. 10 


due 2) 
Obser va ão. Em Geometria o menor de todos os é o nulo fi 3 


i . (fig.11 È: 
i u e e aA AnA a es ou desigualdade 

. (E.M.P.V. §§21 e 
E Aiii ido, gnt a: é o número que exprime a 
5 mesmo ângulo. PA 

a EA pore do Z AOB (fig. 4) é, por exemplo, 
a do < AOB (fig. 6) é, por exemplo, 90º ; E | aa 
3 Angulos adjacentes. Dois ângulos são dean E qu o 

têm i o nbs um lado comum, e estão situados 


omum. . 
di o os 4 AOB e BOC. (fig. A Frey ji i 
Ran vértice, o ponto O, um lado comum, o lado ; 


OB. 
to, estão situados de um lado e do outro do lado aaea o 
erra to, 4 adjacentes. - Quando dois 4 são adjacentes, 
a erre RO OA e OC, são chamados lados exteriores. 
ados n ? 





forma com esta reta dois ângulos 
adjacentes desiguais. O ponto O é 
chamado pé da oblíqua. 


são chamados ângulos oblíquos. Pelo 
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Observação. Pela definição de 4 adjacentes, os 4 AOB e AOC ou 
BOC e AOC não são adjacentes. Í 


Na figura 12 temos três 4 distintos: os 4 1, 2 e 3. Em rela- 
ção a êstes três £4 podemos escrever : 


peihs EEE 2=3-1 
C 
C 
3 
O B 
A A O B 
Fig. 12 Fig. 13 


Dada uma reta AB (fig.13) tracemos, por um ponto qualquer, 
O, desta reta, uma semirreta OC. A semirreta OC forma com a 
reta AB, dois 4 adjacentes que podem ser iguais ou desiguais. 
Uma semirreta OC (fig.13) é perpendicular a uma reta 
AB, quando forma com esta reta dois ângulos adjacentes 


“iguais. O ponto O é chamado pé da perpendicular. 


Os 4 AOC e BOC são chamados ângulos retos ou simples- 
mente, retos. 
As semirretas OA e OB (fig. 13) formam um Z raso ou £L 


de meia volta. (§ 86) Os 4 AOC e BOC sendo iguais, concluí- 
mos de pronto que: ; 
O ângulo reto é a metade de um ângulo 
de meia volta ou ângulo raso. 


Todos os 4 retos são iguais. 


_ (EM.P.V.$ 21) M 


Uma semirreta OC (fig. 14) é 
oblíqua a uma reta AB, quando 


Os 4 adjacentes AOC e BOC 
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ponto O tracemos OM LAB; já sabemos que os 43 e 4 são iguais 
e são chamados retos. O Z 1 menor que o Z3, é um < agudo; 
o Z 2 maior que o Z 4 é um < obtuso. 


Angulo agudo é o ângulo obliquo menor que o ângulo reto. 


Angulo obtuso é o ângulo oblíquo maior que o ângulo reto 
e menor que o ângulo de meia volta.. l 
Para concluir êste parágrafo vamos demonstrar o seguinte 


TEOREMA. Por um ponto dado em uma reta dada 
é sempre possível traçar uma semirreta perpendicular à 
reta dada, e sômente uma. 

Sejam AB e O, a reta e o ponto dados. C 
Pelo ponto O tracemos uma semirreta qual- 
quer OC. Se esta semirreta formar com 
AB dois.. 4 adjacentes iguais, ela será. 


D 


DE mm a, 
~- 
> 
-~ 


1 à reta AB, eo teorema estará demons- O B 


trado. Entretanto, se a semirreta OC 
não formar com AB, dois 4 adjacentes À 
iguais, é evidente que, fazendo a semirreta OC girar em torno 
do ponto O, como um ponteiro de relógio, no plano da figura, e 
em sentido conveniente, os dois 4 adjacentes tornar-se-ão 18UaIS, 
e teremos OC L AB. 

Resta provar que, pelo ponto O, não podemos traçar outra 
semirreta L AB. Suponhamos que OC e OD são k AB. 


Sendo OC L AB, AÔC = BÔC. Logo, é evidente que 
AÔD > BÔD. Mas, neste caso, OD não é L AB. 


Fig. 15 


Sendo OD L AB, AÔD = BÔD. Logo, é evidente que 


AÔC < BÔC. Mas, neste caso, OC não é L AB. 


Portanto, pelo ponto O, da reta AB, não é possível traçar 


mais do que uma semirreta L à reta AB. 


84. A medida dos ângulos. O Z é uma grandeza e já 
sabemos em que consiste a grandeza de um Z. (882) Para ava- 
liar um Z é necessário compará-lo com outro Z tomado como 
unidade. Ora, desde que todos os 4 retos são iguais, a unidade 
de Z, a unidade angular, se impõe ; é o ângulo reto. Vamos 
medir, por exemplo, o Z MNP. (fig.16) Precisamos compará-lo 
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com o < reto ABC, que éa unidade de Z. Sendoo Z MNP 
menor do que a unidade, dividimos esta em um número qual- 
quer de partes iguais, por exemplo, em 10, E seja o Z ABD 
ou Z q, um décimo da unidade. Se o Z a couber 7 vêzes no 
- £ MNP, diremos que o Z MNP éiguala 0,7 do Z reto e esere- 


veremos: A 
MNP = 0,7 de um reto. 


Em geral, o Z que se 

quer medir é menor do que C 

a unidade, isto é, o Z reto. 

Daí a necessidade de se di- 

vidir, quasi sempre, o Z D 
reto, em um certo número B EA NA 
de partes iguais. Na prática 
é costume dividir o Z reto 
em 90 partes iguais chamadas graus. Portanto, um <de um grau é 
um Z igual a 1/90 (um nonagésimo) do Z reto. Se um Z À mede 37 
-graus, 28 minutos e 39 segundos, escreveremos abreviadamente : 


À = 372836" 
Existem “outras unidades para medir 4. (E.M.S.V.8 27) 


5 Observação. E provável que alguns estudantes observem a analogia 
existente entre as divisões da O e as do Z reto. Oportunamente será dada 


a explicação necessária. , 
O ângulo nulo mede zero graus cu zero grados; o ângulo 
raso ou ângulo de meia volta mede 180 graus ou 200 grados; o 
ângulo giro mede 360 graus ou 400 grados. (*) - 





Fig. 16 


85. Soma de ângulos. Na fig. 16 o ângulo ABC, formado 
pelos lados não comuns dos ângulos adjacentes ABD e CBD, 
chama-se soma dêsses dois ângulos. 

Dados dois ângulos a e CBD (fig. 16), para obter a sema, 
deslocaremos o ângulo a de modo que fique adiacente a CBD, 


como mostra a figura 16, e o ângulo ABC, formado pelos lados 
exteriores, será a soma. 


A ; 
86. Angulos complementares e suplementares. Dois ân- 
gulos são complementares, quando sua soma é iguala um ânguloreto. . 


ss2 © Para a noção de soma e diferença de ângulos, covém reler E.M., P. V. 
3 e 25. 
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Da definição de 4 complis. resulta imediatamente que é 
sômente o Z agudo que tem complemento. Os 4 retos e obtu- 
sos não têm complemento. E desde que, complemento de um 
Z é o que lhe falta para ser um Z reto, resulta também que 
um Z não pode ter dois complementos diferentes. Por exemplo, 
dado um Z de 65º, o seu complemento é um Z de 25º. O com- 
plemento de um Z é uma grandeza perfeitamente definida. 

Já aprendemos a construir ou calcular o complemento de” 
um Z. (E.M.P.V. $25) E 

Dois ângulos são suplementares quando sua soma é igual a dois 
retos, ou um ângulo de meia volta. 

Desta definição resulta que um Z qualquer, agudo, reto ou 
obtuso, tem suplemento. O suplemento de um Z reto é, evidente- 
mente, um Zreto ; o de um Z agudo é um Z obtuso, e o de um < 
obtuso é um Z agudo. E desde que, suplemento deum Zéo 
que lhe falta para dois 4 retos, resulta também que um Z não 
pode ter dois suplementos diferentes. Por exemplo, dado um < 
de 125º, o seu suplemento é um < de 55º. O suplemento de um < 
é uma grandeza perfeitamente definida. 

Seja o Z AOB. (fig.17) De duas maneiras diferentes pode- 
mos determinar o suplemento dêste Z: construindo-o ou calcu- 
lando-o. A construção do suplemento do < AOB depende, po- 
rém, do seguinte 

TEOREMA. Quando dois ângulos adjacentes têm seus 
lados exteriores em linha reta, êstes dois ângulos são 


suplementares. 
H. As semirretas OA e OC T. | AÓB + BOC = 2 retos. 
formam uma reta. 


Com efeito, as semirretas OA e 
OC estão formando um Z de meia 
volta ($ 82) ; ora, um < de meia volta 
vale dois retos. (883) E, sendo a 
soma dos 4 AOB e BOC igual ao < 
de meia volta AOC (fig. 17) segue-se 
que a soma dêstes dois 4 é igual a 
dois retos. 

Dêste teorema resulta que, dado 
um < qualquer AOB, para cons- 





Fig. 17 
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truir o seu suplemento é bastante l 
i prolongar o lado OA 
- do vértice do mesmo Z. O suplemento do Z AOB será o Z o 
Podemos também prolongar o lado OB além do vértice do mesmo 
Z; É Z Prt E também o suplemento do Z AOB 
ara calcular o suplemento de um Z, é bastante btrai 
o seu valor numérico, a sua amplitude, de 180 graus ou O ires 


f Ob x~ Ê ; 
SH servação. Para exercícios, vide E.M.T.A. do mesmo autor, série 


RECÍPROCA. Se dois ângulos adjacentes são suple- 
mentares, seus lados exteriores estão em linha reta 


H. f AOC+COB=2 retos: r, J As semirretas OA e OB 
estão em linha reta. 


Tratando-se de uma recí 

proca, vamos demonstrá- 
absurdo. Para isto é necessário negar a tese. Ora s Tin 
maneira de negá-la; é afirmar que as semirretas OA e OB 
(fig. 18) não estão em linha reta, isto é, 


afirmar que OA não é o prolongamento 

de OB. Então prolonguemos OB, e seja 

OA” êste prolongamento. De acôrdo p - 

com o teorema direto, o suplemento do = == â 


Z COB 60 Z COA’. Mas, por hipótese, sra 

o suplemento do Z COB é o Z COA. Fig. 18 

ao m os Z COA’ e COA não são iguais. (E.M.P.V.$21) 
O dpi assim a um absurdo : um Z que tem dois suplementos 
apl q pat se a e co da tese nos conduziu a um absurdo, 
ra maneira de negá-la, forçoso é aceitá-la e i- 
tir que o prolongamento de BO, isto é, OA", se confunde ma 
E PRIMEIRO COROLÁRIO. (©) A soma de todos os ângulos 
adjacentes e consecutivos, que se podem formar do mes 
E D mo lado de uma reta, e tendo 

a dois retos. 


E 
N e ? C 
B Ay e A Seja AB a reta dada e O um 


Kè ponto qualquer desta reta. (fig. 19) 
Fig. 19 Pelo ponto O tracemos as semir- 


mo ponto desta reta, é igual 


(*) Corolário é um t 
eorema que aparece como üência i i 
um outro teorema já demonstrado. add 


p s 
por vertice comum um mes- ` 


ug 
há 
HE 





- 146 Elementos de Matemática 





























RE ai A 147 




































retas OC, OD, OE e OF. A soma dos 4 q, b, e, d, e, é, com 
evidência, igual a dois retos. 

SEGUNDO COROLÁRIO. A soma de todos os ênguios 
adjacentes e consecutivos que se podem formar em redor 
de um mesmo ponto é igual a quatro retos. 

Sejam AOB, BOC, COD, DOE e` 
EOA os 4 construídos em redor do 
ponto O. (fig. 20) Prolonguemos uma das 
semirretas, por exemplo, OA, e seja OM 
o seu prolongamento. Ora, de acôrdo 
com a figura e com o primeiro corolá- 
rio, teremos : 


AÔB + BÔC + CÔM = 2 retos 
MÔD + DÕE -+ EOA = 2 retos 


Dêste corolário resulta que os lados de um ângulo reto são 
perpendiculares entre si. 


87. Bissetriz de um ângulo; Æ o. p. v. Bissetriz de 
um £ éa semirreta que, tendo por origem o vériice dêste mesmo £, 
o divide em duas partes iguais. Considerando o Z AOD (fig. 19), 
se a semirreta OC dividir êste Z em duas partes iguais, esta semir- 
reta será a bissetriz do Z AOD. l 

Um £< qualquer tem evidentemente uma bissetriz e sò- 
mente uma. Aliás, esta verdade pode ser demonstrada, seguindo 
marcha idêntica à que seguimos na demonstração do teorema do 
parágrafo 83. 

Observação. Veremos oportunamente ($100) que a bissetriz de um 
- £ é um lugar geométrico. 

Dois 4 opostos pelo vértice são dois A.tais, que os lados de um 
são os prolongamentos dos lados do outro, além do vértice. Dizer, 
portanto, que os 4 AOC e BOD (fig. 22) são o. p. v., é afirmar 
“implicitamente que AOB e COD são duas retas que se cortam 
no ponto O. E quando duas retas se cortam (fig. 22) elas for- 
mam quatro 4 que são o. p. v., dois a dois. 





Fig. 20 , š 
Somando estas duas igualdades e observando que COM + 


+MÔÓD=CÔD, teremos : 
- AÔB+BÔC+CÔD+DÔE-+EÔA=4 retos C. Q. D. 


TERCEIRO COROLÁRIO. Quando uma reta é perpendi- TEOREMA. Dois ângulos opostos 


cular a uma outra, esta outra é por sua vez perpendicular pelo vértice são iguais. a = D 
à primeira. AOB éuma reta. A Ä 
H. 4 BC L AB T. { AB à BC H. {COD éuma reta: T. 1AOC = BÔD r B 
Para provar qùe AB LBC, temos de provar que . |C Budd SOR ana raa, a seiiiriota edi 


AB, ao encontrar BC, forma com BC dois £ 
adjacentes iguais. (883) Entretanto AB, ao en- 
contrar BC, forma apenas um Z,0 Z ABC. Pro- iB 
longuemos então BC e seja BD êste prolonga- 
mento. Agora AB, ao encontrar BC ou CD, forma ; 
com CD dois 4 adjacentes, os 4 ABC e ABD. ip 

Se provarmos que êstes dois 4 são iguais, teremos Fig. 21 
provado que AB L BC. Ora, êstes dois 4 são su- 

pls. Mas o Z ABC é reto, porque BC L AB. Logo, o <L ABD, 
suplemento do Z ABC, também é reto. Se os dois £ são retos, 
são iguais €, nestas condições, a reta AB é, por definição, -L à 
reta BC. 


- OD forma com ela dois 4 adjacentes 

-Supls. Portanto, o Z AOD é suplemento do < BOD. Sendo 
COD uma reta, a semirreta OA forma com ela dois 4 adjacen- 
tes supls. Portanto, o Z AOD é também suplemento do. 
Z AOC. Ora, se os 4 BOD e AOC têm o mesmo suplemento, isto 
é, o < AOD, conclue-se que êles são iguais. De um módo ánalogo 
provaríamos que os 4 AOD e BOC, o. p. v., são também iguais. 
A recíproca, isto é, dois 4 iguais são 0. p. v., não é, evidente- 
mente, verdadeira. 


i PRIMEIRO COROLÁRIO. Se dois ângulos AOT e BOD 
(fig. 22) na posição de e. p. V. são iguais, assim como os 
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ângulos AOD e COB, os pontos A, O, B, estão em linha 
reta, assim como os pontos C, Q, D. 


H. l AÔC = BOD se AOB é uma reta. 
AÔD = BOC COD é uma reta. 


Com efeito, 
AÔCACÔB+BÔD+DOA =4 retos (889, 2.º corolário) | 
Mas, AÔC 4 BÔD =2X AÔC tes 
CÔB + DOA =2 X COB (hip.) 
Logo, 2X AÔC+2XCÔB = 4 retos 
; AOC-+COB = 2 retos 
Ora, se os 4 adjacentes AOC e COB são supls., seus lados 


exteriores, isto é, AO e OB estão em linha reta. (§86, recíproca) 
Portanto, AOB é uma reta. De modo análogo se provará que 


COD é também uma reta. 


SEGUNDO COROLÁRIO. Se dois 


P 
K : D ângulos, na posição de o. p. V. 
~ o e di a são iguais, e dois lados estão em 
M oroa Sh HE linha reta, os outros dois também 
N estão em linha reta. (fig. 23) 
cdi i m A A 
C : B a í AÔC = BOD 
Q a * | AOB é uma reta. 
R T. | COD é uma reta. 


Sendo AOB uma reta (bip.) os 4 adjacentos AOD e BOD 
são supls.; logo, 
AOD + BOD = 2 retos O) 


Mas, AÔC = BÔD (hip). Substituindo em é | 
AÔD + AÔC = 2 retos 


Mas, éstes dois 4, além do serem supls. são adjacentes ; 
logo, seus lados exteriores, OC e OD estão em linha reta, (886, 


recíproca) 
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TERCEIRO COROLÁRIO. Ás bissetrizes de dois ângu- 
los opostos pelo vértice estão em linha reta. (fig. 23) 


AOB é uma reta. 
COD é uma reta. 


H. OM é bissetriz de AÔG. 
ON é bissetriz de BÔD. 


Sendo AOB e COD duas retas 
que se cortam no ponto O, 
os 4 AOC e BOD, o. p. v., são iguais. Portanto, o -- 


Mas, a metade do Z AOC éo Z AOM, 


T. | MON é uma reta. 





r .. Ora, êstes dois 4 estão na posição 

_! de o.p.v.; são iguais, e dois de seus la- 

dos, o OB, estão em linha reta. Portanto, de acôrdo com 

dba if o os outros dois lados, OM e ON, também 
in ; 

ten a reta, isto é, MON é uma reta, como queríamos A 


QUARTO COROLÁRIO. Se duas retas AB e CD (fig. 23) 

se ea formando assim quatro ângulos o. p. v. dois 
ois, as quatro bisseirize: 

pão ca etrizes formam duas retas perpen- | 

Sejam OP e OQ as bissetriz 2“ 

es dos 4 AOD e BOC. Já | 

rar que as bissetrizes OM e ON formam uma única |. | 

laio e De modo análogo demonstraremos que as bisse- | 

zes e OQ formam também uma única reta POQ. Que- >i 

remos agora demonstrar que PQ L MN. E’ bastante demons- Q 


A A i 
AÔC = BÔD.'.! 1 metade do Z BOD éo Z BON. (hip) 4 
A À | Logo: A 
A00 2 BOD i AÔM = BÔN 
i 1 
| 





trar que o < MOP é reto. Ora, a semirre 
- Ora, ta OA f i 
reta CD dois 4 adjacentes supls. ; portanto, orma com a 
AÔC + AÓD = 2retos .*. | 
AÔC AÔD i 

e F =e 1 reto 


Mas a metade do Z AOC é o Z MOA i h 
AOD é o Z AOP. Logo, add , 











150 Elementos de Matemática 
Dr api 








MÔA + AÔP = 1 reto MÔP = 1 reto 


Seo Z MOP é reto, OP 1 MO ou PQ À MN, como que- 
ríamos demonstrar. 

Observação. Para exercícios, vide E.M.T.A. do mesmo autor, série 
XLIII. a 


88. Rotações de semiplanos. A figura PQRS (fig. 24) 
representa um plano. À reta MN, traçada neste plano, divide-o 
em duas porções distintas, em dois semiplanos, aos quais pode- 
mos chamar de semiplono direito e semiplano esquerdo. 

Consideremos duas semirretas quais- 

a quer AB e AC, traçadas no plano PQRS, 
a primeira situada no semiplano direito, 
e a segunda no esquerdo. Façamos o se- 
miplario .direito girar em tôrno de MN 
(que fica imóvel, como um eixo fixo de 
rotação), até coincidir com o semiplano 
» esquerdo. E agora pergunta-se: Á se- 
Fig. 24 mirreta AB coincidirá, em direção, com 

a semirreta AC? l 

As semirretas AB e AC formam com a semirreta AN, os dois 
A adjacentes BAN e CAN. Durante o movimento de rotação 
do semiplano direito, em torno de MN, o lado AN, comum 208 
dois 4 adjacentes CAN e BAN, não muda de posição, porque 
está situado no eixo de rotação MN. Isto pôsto, vamos respon- 
der à pergunta acima formulada. 

Seo Z BAN for igual ao £ CAN, quando o-semiplano di- 





reito coincidir com o esquerdo, a semirreta AB coincidirá, em 


direção, com a semirreta AC. 
Seo Z BAN for maior ou menor que o Z CAN, quando o 
semiplano direito coincidir com o esquerdo, a semirreta AB não 


coincidirá, em direção, com a semirreta AC e tomará a posição 


AB’ ou AB”. (*) 
Portanto, para que AB coincida com AC, é necessário que 
os 4 formados com o eixo de rotação, sejam iguais. 


(*) Seria conveniente que estas explicações fossem dadas de um modo 


concreto, com ums fôlha de papel mais ou menos transparente. 
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Suponhamos agora que AB e AC são dois segmentos iguais, 
e façamos o semiplano direito girar em tômo de MN, até 
l coincidir com o esquerdo. O segmento AB coincidirá, em di- 
reção, com o segmento AC? Sim, responderá um aluno dis- 
traído, porque os dois segmentos são iguais, por hipótese. Nem 
sempre, responderá um aluno atento; desta vez a igualdade dos 
dois segmentos AB e AC não é condição suficiente para que 
êles coincidam ; a primeira condição para que se verifique a co- 
incidência dos dois segmentos, é que êles formem 4 iguais com 
o eixo MN. Uma vez preenchida esta condição, então, se og 
dois segmentos forem iguais, o ponto B coincidirá com o ponto 
C, e os dois segmentos coincidirão. 
Portanto, para que os dois segmentos iguais AB e AC coin- 


cidam, é necessário, em primeiro lugar, que êles formem 4 iguais 
com o eixo de rotação. 


a 


No plano PQRS (fig. 25) tracemos uma reta qualquer MN, 


e uma reta AB L MN no ponto O. A reta MN divi 
PQRS em dois semiplanos. Se- E gds divide o plano 


jam C e D dois pontos quaisquer ' M n 
situados na | AB. Vejamos quais GNF 
as condições necessárias para que, 


a np do 
















fazendo girar o semiplano direito A DDD OIT E B: 
em tôrno de MN, até coincidir com | 4 T 

o esquerdo, o ponto © coincida temem aa H 
com o ponto D. 4 primeira con- * à 9 


- dição é que os 4 MOB e MOA Fig. 25 
sejam iguais. Ora, esta condição 
Re Sin porque, sendo MO | AB, 
segunda condição é que o segmento OC seia i 
Ja igual ao segmento 
OD. Se tivermos OC < OD, o ponto C tomará a posição D ; se 
` tivermos OC > OD, o ponto C tomará a posição D”. i 


os dois 4 são iguais. 


89. Perpendiculares e oblíquas. TEOREMA FUNDAMENTAL 
Por um ponto tomado fora de uma reta, podemos trago 
sempre uma perpendicular a esta reta, e somente uma. 

Seja AB a reta dada e Co ponto dado. (fig. 26) A reta AB 
suposta horizontal, divide o plano em que ela se acha, em dois 
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č semiplanos: o superior e O inferior. Façamos 
o semiplano superior girar em tôrno de AB, até 
coineidir com o semiplano inferior. Então, o 
de Ag ae ponto C tomará a posição C . Em seguida, 
façamos O semiplano superior voltar à sua 
posição primitiva, e tracemos O segmento CC”. 
Formaremos assim os dois 4 adjacentes ADC 
e ADC. Vamos demonstrar que êstes dois 
4 são iguais. 
Fig. 26 Façamos o semiplano superior girar no- 
yamente em tômo de AB, até coincidir com 
o inferior. O lado AD, comum aos dois 4 adjacentes ADC e 
ADC”, não muda de posição; O ponto C coincide com o ponto Cs: 
então o lado DC do Z ADC coincide com o lado DC’ do Z ADC”. 
Logo, o Z ADC coincide com o Z ADC e êstes dois 4 são, por 
consequência, iguais. 

Ora, se à reta AB forma com a reta CC’ dois 4 adjacen- 
tes iguais, AB L CC" (883), ou CC” L AB. Está, portanto, 
demonstrada a primeira parte de nossa tese. Passemos à segun- 

“da parte, que vamos demonstrar pela redução so absurdo. Su- 
ponhamos que seja possível traçar, pelo ponto C, uma segun- 
da reta CE também L AB. Então o Z AFC será reto. Li- 
gando o ponto E ao ponto C’ formaremos um segundo < 
AEC’, igual ao Z AEC, como é fácil de provar, fazendo o se- 
miplano superior girar em tôrno de AB, etc.. Ora, se o < AEC 
é reto, o Z AEC' é também um Z reto. Logo, êstes dois 4 são 
supls. Mas, êstes dois 4 são adjacentes ; neste caso, seus lados 
exteriores estão em linha reta (886, recíproca) ; CEC’ é uma 
reta. E teremos assim duas retas distintas, CDC e CEC”, pas- 
sando por dois pontos dados, C e C’, o que é impossível, é absur- 
do. Nestas condições, CE não pode ser L à AB. 


PRIMEIRO TEOREMA. Se, por um ponto tomado fora 
de uma reta, traçarmos uma perpendicular e uma obli- 
qua a esta mesma reta, & perpendicular será menor do 
que a oblíqua. (fig. 26) 

CD 1 AB 
H. À CE oblíqua AB 


o! 


T. { CD < CE 





| 
| 
| 
| 
| 
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ai Fies a o D CD ss que o prolongamento DC’ 
CD. a-se o ponto E ao ponto ©. Em segui 
: > í ; egu 
Pi é e da superior girar em tôrno de AB até er 
dd do Ae N Gs ais por hipótese, seu suple- 
a o banbh reto. Logo, os 4 ADC e ADC’ 
7 ae, Nestas condições, o segmento DC coincide, em no 
ad : o se . ($88) E sendo DC=DC” por cons- 
1º t incide com o ponto €'. Se o 
À ) : ponto E per- 
y Mme e bas de rotação, e se o ponto C coincide pss 
3 T u i 
mento DE que o segmento EC é também igual ao 
Ora, o caminho mai 
, ais curto entr i 
retilíneo que os une; portanto, a 
CD + DO < CE + EČ 
CD = DC e CE = EC' 
rt 2CD < 2CE .º. CD < CE 
servação. Podemos traçar uma infini 
< a infinidade de segment i 
dr É À pd ponto da reta AB. Desta infinidade pa s 
ER cd Ernie é E -L à reta AB. A êste segmento dá-se 'o esam 
ey aer o ponto Ç à reta AB, ou simplesmente distância do io 
Es fne a e que, por um ponto, tomado fora de uma reta, 86 é Í. 
segmento | a esta reta, e sendo êste segmento menor de Gus 


mane Res geo que ligue o mesmo ponto à mesma reta, segue-s 
e um ponto a uma reta é uma grandeza perfeitamente pe 


“Mas, 


, minada. Entre um ponto e uma reta não há duas distâncias diferentes 


SEGUNDO TEOREMA. Se, por um C 
ponto tomado fora de uma re- 
ia, traçarmos uma perpendicular 
e duas oblíquas, cujos pés se afas- 
een do pé da perpen- B A 
dicular, as duas obli soră F 
( á ; difquas é 
iguais. (fig. 27) 3 diga i Pi 27 E 
l Sendo CD L AB 
1 CD LAB | CDB são iguais. A Ra O a 
H CE oblíqua AB:0 plano onde está a fi ur p 
“1 CF oblíqua AB | semipl finita 
CE blíqua mi anos. Façamos o semiplano di- 
2 = DF | reito girar em tôrno de CD, até coin- 
icidir com o semiplano esquerdo, Sen- 


Ts CE = CF i A R 
| CE ide CDA=CDB (bip.), a semirreta DA 
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com a semirreta DB, e sendo DE = DF (hip), 
m o ponto F. Se o ponto © não muda 
de posição, e se o ponto E coincide com o Pr A o segmento 
CE coincide com o segmento CF. Logo, CE=CF. ds 

TERCEIRO TEOREMA. Se, per um ponto au 
de uma reta, traçarmos uma perpendicular e - e 

j és se afastem desigualmente do pé P 

pa aa. a duas oblíquas serão desiguais, e a oblíqua 
o equela cujo pé se afastar mais do pé da per- 


s í ter q 
pendicular. (ic. 293) 


coincide, em direção, 
o ponto E coincide co 


CD L AB 
CE oblíqua AB 
: | CF oblíqua AB 
DF > DE 





T. | CF > CE 


Fig. 28 i 


Pelo ponto E tráçamos o segmento ME e ege j 
to E situado entre os pontos D e F, evi R 
DP > DE), a L ME encontra necessàriamente à O q a 
o onto M. Ora, o caminho mais curto entre dois pontos, 
aineet retilfneo que os une; portanto, 
i CE < CM + ME. 
Sendo ME < MF, (primeiro teorema), com mais razão 
CE < CM + MF 
Porém, CM + MF CF (figura). . 
Loo, CE < CF .'. OF > CE 


da a oblíqua CA, 
ma a oblíqua CA 


li 


3 E, fo 
macão. Se, em lugar da oblíqua C r da 
E destinem antes de iniciar esta demonstração, substituir 


pela oblíqua igual CE. 1a pas TRR 
ã a infinidade de segmentos, r 

pN r "7 e 28) O menor é o segmento „L A Anmah 
Era Bpan ento não tem igual, Os segmentos oblíquos serão assa r 
i y sea jiy ento |, e serão iguais dois a dois. Em pa es pt 
di rh é dois pontos egitidistantes de um «ponto e situada E ahg ade , 
ps dois, Por exemplo, os segmentos CA e CE (fig. 28) podem ser iguais, 
vara sd entos CA, CE e CF nunea podem ser iguais. 
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Exercício. Traçar uma reta AB e determinar um ponto O situado a 


5em do AB; determinar, em AB, dois pontos situados a 7em do ponto C; 
três pontos situados a I0em do ponto C; dois pontos situados a 4em do 


ponto €. 

RECÍPROCA DO PRIMEIRO TEOREMA. Se o segmento 
CD representa a distância do ponto C à reta AB, CD é 
perpendicular à AB. (fig. 26) 


H ll CD é a distância do ponto 


C à reta AB. T. | CD L AB 


Neguemos a tese, suponhamos que CD não é L AB, e que 

CE L AB. Neste caso, teremos CE < CD, e CE cerá a distân- 
cia do ponto © à reta AB (teorema direto). Mas, CD é também 
a distância do ponto C à reta AB (hip.). Entretanto, CE < CD. 

| Chegamos assim a um absurdo: entre o ponto Ce a reta AB 


oblíqua à AB, tem de ser L. 


RECÍPROCA DO SEGUNDO TEOREMA. Se, por um pon- 
to tomado fora de uma reta, traçarmos uma perpendi- 
cular CD e duas oblíquas iguais CE e CF, os pés destas 
oblíquas distarão igualmente do på da perpendicular. (fig. 27) 


| CD 1 AB i Suponhamos DE > DF. Resulta 
H CE oblíqua AB ı CE > CF (terceiro teorema), conclu- 
` | CF oblíqua AB | são absurda, porque é contrária à hi- 
CE = CF | pótese. 
T l Suponhamos DE < DF. Então, 
T | DE = DF i CE < CF (terceiro teorema), o que é 
absurdo, por ser uma conclusão contrária à hipótese. 
Não sendo possível DE > DF ou DE < DF, é necessário 
` aceitar a tese, isto é, DE = DF, 
Em particular, CE e CF, estando situadas do mesmo 
- lado da L CD, e sendo iguais, seus pés, isto é, os pontos 
E e F, coincidem. (fig. 27) i 


RECÍPROCA DO TERCEIRO TEOREMA. Se, por um pon- 
to tomado fora de uma reta, traçarmos uma perpendi- 
cular CD e duas obliques desiguais CE e CF, seus pês dis- 
tarão desigualmente do pé da perpendicular, e a distância 
maior corresponderá à obligua maior. (fig. 28) 


há duas distâncias diferentes ! Logo, desde que CD não pode ser" 


K] 
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CD 1 AB l Suponhamos DF = DE. Resulta 
H CE oblíqua AB | CF = CE (segundo teorema) conclu- 
? CF oblíqua AB | são absurda, porque é contrária à hi- 
CF > CE ! a i a a 
i uponhamos Es . Então, 
da {DF > DR | CF < CE (terceiro teorema), 0 que é 
absurdo, por ser uma conclusão contrária à hipótese. 
Não sendo possível DF = DE ou DË < DE, é necessário 
aceitar a tese, isto é, DF > DE. 
99. A mediatriz. Mediatriz de um segmento retilineo dado 
AB é a perpendicular co segmento dado, e que divide êste mesmo 
segmento em duas portes iguais. 
Seja AB (fig. 29) o segmento dado ; 
M traçando MN L AB e passando pelo meio 
E de AB, a reta MN será a mediatriz do segmento 
AB. E útil observar que a mediatriz de um 
segmento é uma reta, isto é, ilimitada nos 
B dois sentidos. 
TEOREMA. Qualquer ponto da me- 
Pig 29 diatris de um segmento dado AB dista 
igualmente dos pontos ÁegB. 
se a mediatriz MN do segmento AB e toma-se um 






Traça- 
ponto qualquer D da mediatriz. Em seguida, traçam-se os segmen- 
tos DA e DB. 
MN 1 AB T. ( DA = DB 


H. 1 CA = CB 
Com efeito, DA e DB são iguais porque são duas oblíquas 
em relação à reta AB, cujos pés, 
pé da L AC. (889, segundo teorema) 

TEOREMA RECÍPROCO. Se um ponto D dista igual- 
mente de dois pontos A e B, êle está situado na mediatriz 
do segmento AB. (fig. 29) 

Liga-se o ponto À ao ponto B, liga-se o ponto D aos pontos 
A e Be, pelo ponto D, traça-se DC 1 AB. 

H { DA = DB p f O ponto D está na me- 

-1 DC T AB * À diatriz do segmento AB. 


Ae B, distam igualmente do 





| 
| 
| 









ae E La 1 sas SBT 


e e 1 AB, os segmentos DA e DB são oblíquos 
p ned w íquas são iguais, por hipótese. Logo Ea és 
a is do pé da 1 DO (889, recíproca do se tia 
6/6, A CA=CB. Ora, sendo DC ou MN L AB no pon 
ando i CA=CB, conclue-se que MN é à ainda do 
| TEOREMA pe o ponto D está situado nesta mediatriz. 
mediairis es a pi ; Um ponte situado fora da 
dor pontos dak (fig 7? o ÁB, não dista igualmente 
ponto p EE = nr mediatriz MN. Toma-se um 
pontos À e B. . a mediatriz, e liga-se o mesmo aos 
/  MNé iatri 
H. a mediatriz do segmento AB: 
to ponto E não está na mediatriz. T. { EA > EB 


Se o ponto E não está na mediatri nèi 
e re a mediatriz. Seja EA o ne aa e FE sa 
no E ap D, e tracemos o segmento DB. 
Ei < ED + DB (por que?) 
as, estando D na mediatriz de AB, DB=DA. L 
EB < ED + DA i di 
Porém, ED + DA = EA (f igura). Portanto, 
EB < EA.'.EA> EB | 


91. A medi e i 
a mediatriz de CR é um lugar geométrico. Seja MN 
Saia nto à o dado, AB. (fig. 29) Ficou provado 

ualquer da reta MN dista igual 

Ae B. a0 Das ista igualmente dos pontos 
não dista i del que um ponto qualquer situado fora da rla MN 
ado e mente dos pontos A e B. Todos os pontos da 
pnie En de Aep portanto, de uma determinada propriedade pro- 
ados fora da r i MN. pertence, absolutamente, aos pontos situ- 
SEA A e a MN. Logo, areta MN LAB e passando pe! 

Ea lugar geométrico. Ta o 

ugar êtri . 
de uma Gloanad pr 5 : dad conjunto de pontos que gozam todos 
opriedade, propriedade est nã 
- k u qu enc: 
aos ra situados fora dêste mesmo conjunto PRP EREE 
xistem a 

facilita E nor R lugares geométricos, cujo conhecimento 
Nhecem aneira a resolução dos problemas. Por enquanto 
emos apenas um: 2 mediatriz de um segmento retilineo 


BR o e ate SEA SEA 


ico e sis 
CER gr ap 
mwe L 





e gs 


ee 


mes 


ea 





NEM rsrs mes 
as 


E rec stc a 
ss mm 


Gie 
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a ; 

O lugar geométrico dos pontos equidis- 
tantes de dois pontos dados AeB, é a media- 
triz do segmento retilíneo AB. 





Quando, na resolução de um problema qualquer de Geo- 
metria, necessitarmos de um ponto igualmente distante de dois 
pontos dados À e B, não devemos hesitar; tracemos imediata- 
mente a mediatriz do segmento AB; é nela, e sômente nela, que 
existem pontos igualmente distantes dos pontos À e B. 


Exercícios em classe 
Observação. Nestes exercícios não é permitido 
Va o uso do- esquadro. 
AIR. £ Construir a mediatriz de um segmento dado, 
| Es Seja AB o segmento dado. Fazendo centro nos 
A à ~ pontos À e B, traçam-se dois arcos que so cortem, 
dad a 3 determinando assim o ponto M. O raio dêstes arcos 
Sy | Fa pode ser qualquer, porém deve ser o mesmo para 08 
ge dois arcos. Sendo o raio AM igual ao raio BM, o 
pe ponto M.é egiidistante dos pontos A e B e, por con- 
- sequência, está na medistriz pedida. De um modo 
Fig. 30 análogo, determina-se um segundo ponto da media- 
triz, o ponto N. Em seguida, traça-se a reta MN. 
Esta reta contém os pontos M eN, situados na me- 
diatriz do segmento AB. Ora, por dois pontos dados, M e N, só é possível 
traçar ums reta. Logo & reta MN é a mediatriz do segmento dado. 
II. Traçar uma La um segmento dado, e que passo pelo centro do 
mesmo segmento. . 
NI. Dividir um segmento dado em duas partes guais. 
IV. Dividir um segmento AB em 4, 8, 18, ...... , ete., partes iguais, 
enfim, em um número de partes iguais dado pela expressão 2% 
V. Traçar uma L a uma reta dada, por um ponto dado nesta reta. 
Seja AB a reta dada (fig. 27) e D o ponto dado. Tomam-se na reta AB, 
-à direita e à esquerda do ponto D, dois segmentos iguais, DEe DF. O ponto D 
será o meio do segmento EF. Em seguida traça-se & medistriz do segmento EF. 
VI. Traçar uma | ao segmento AB, 
pelo ponto B. C 
VI. Traçar uma | a uma reta dada por 
um ponto dado fora da reta. 


Seja AB a reta dada (fig. 31) e € o ponto 

dado. Fazendo centro em C e com um raio B E SA N 
qualquer, traça-se um arco que corte a reta 

AB em dois pontos Me N; o ponto C, sendo Xp 


equidistante dos pontos M e N, está na media- 
triz do segmento MN. Em seguidas determina- Fig. 3 
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se um outro ponto D, também eqllidistante dos pontos M e N. (problema 


D Unndo o ponto O ao ; 1 ; 
; ponto D, a ret: TE 
mento MN e, por conseqūência, será | a g a mediatriz do seg- 


VII. Determinar na reta A) i ns 
tos M e'N. a AB (fig. 32) um ponto eqüidistante dos pon- 


O lugar geométrico dos úidi 

„C pontos egüidistantes dos pontos M 

a | eN 

paia dida a pr Pag o ponto pedido existe, Festa eia 
; 20 pont HE iatri 

segmento MN. Esta mediatriz, CD, Boe i ERNS 

AB no ponto E, que é o ponto pedido. C 


IX. Em uma O dada, determinar um ponto ' 


ro e de dois pontos dados e situados fora MIN 
j i 
X. Determinar um üidi l dá 
ponto eguidistante de trê 

pontos dados A, B e C, não situados em linha rt 
92. Polígonos. Consideremos três ou 3 
mais pontos A, B, C, D, E, situados em um 'D 
mesmo m e de modo que, na ordem Fig. 32 
em que estão sendo considerados, trê 

: t i ; s, três pontos consecuti 
quaisquer não estejam em linha reta. (fig. 33) a 


Tracemos os segmentos retilí- 
neos que unem o ponto A ao ponto. 
B, o ponto B ao ponto C, o ponto 
C ao ponto D, o ponto D ao 
ponto E e, finalmente, o último 
ponto, E, ao primeiro, A. À figura 
assim constituída é chamada polí- 
gono. 

Os pontos A, B,C, De E são 
Rs og vértices do polígono; os seg- 
ea AB, Pas CD, etc., são os 
: l ados; os ân 
dois a na são os dupulos a i 

m polígono tem ; i i | 
E ros tantos vértices e tantos Æ quantos são os 
Diagonal de um ó 
E 4 polígono é o segmento retilíneo , 
dação não consecutivos do mesmo polígono. Os ad ai Epi 

(fig. 33) são diagonais. É 
Angulo interno de um poligo | 
q : m poligono ou simplesmente à 1 
um poligono, é o ângulo jormado por dois idas Pen E 
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j 2 j ltada para o interior do 
; lígono e cuja abertura fica vo i; o 
ME Os 4 ABC, CBD, ete., (fig. 33) são 4 do ps 
É ap externo de um polígono é o aaga formado por um 

ja ngamento do lado consecutwo. 
2 seus lados e pelo prolongamen | 
i jen de um poligono é o conjunto de seus lados. E 
Perimetro de um polígono é a soma dos comprimentos de 
E e Na polígono e perimetro, de a e grega, SENHA 
| si e liaa em tôrno. 

respecti ente numerosos ângulos e me id | 
grana de um polígono é a porção de superfície plana 


imi contôrno do polígono. i 
a oe polígono tanto podemos a a g lasa 
ô como a porção de superfície plana, limitada por êste 
nr E diremos de um modo bastante simples que: 





e 
Polígono é uma porção de superfície RS 
i 3 s 

limitada por três ou mais segmentos retitneo 
svoe. (* 
e consecutivos. (*) 






93. Triângulos. Triângulo éo polígono 
rês lados. (fig.34) 

a "9 Ena BO não é lado do ZA; H 

então que é oposto ao Z À, ou que O Z 
é oposto ao lado BC. Em lugar de designar 
os lados do A ABC com duas maiúsculas, 
e dizer, por exemplo, lado BC, será mis A 
sário, às vêzes, designá-lo por uma minúscu à. 
Mas, esta minúscula não será e 
inú à correspondente à letra que es ih 
i E T noire E diremos então lado BC cu 
ndo a Ca pe os apiy eA se dizem adja- 
A qualquer ;u à Ee 

ap ear E Aen do A é também lado do <. O Z B é ad] 

, 





Fig. 34 





e definir é o polígono plano e Eça 
entre polígonos convexos e côncavos, 


(*) O polígono que acabámos d | 
trário, com a palavra polígono designa- 


Veremos oportunamente à hopia aA 
lvo aviso em 

lanos e reversos. Sa i 

ár sempre o polígono plano e convexo 
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cente ao lado BC; o lado AB é adjacente ao Z B; os 4£4Be 
C são adjacentes ao lado BC. 

Base de um A é qualquer um de seus lados. Altura de um A 
é o segmento L à base, traçado pelo vértice oposto à mesma base. 
Assim, tomando como base do A ABC o lado BC, a altura será 
o segmento AD, L à base BC, e traçado pelo ponto A. 

Um A tendo três lados, tem três bases e três alturas. 

Mediana de um A é o segmento reiilíneo que liga um vértice 
qualquer do A ao meio do lado oposto. Portanto, um A tem três 
medianas. 

Ceviana de um A é o segmento retilíneo que liga um vértice 
qualquer do A a um ponto qualquer interno do lado oposto. As 
alturas, as bissetrizes internas e as medianas de um A são ce- 
vianas particulares. 





Angulo externo de um Aéo Z formado por um de seus lados 
com o prolongamento do lado contiguo. O < ACF (fig. 34), é um 
< externo do A ABC. O Z ACF eo £< interno adjacente ACB 
são supls. ($86) Com o mesmo vértice C há dois 4 externos 


ao A ABC: os 4 ACF e BCE. fstes dois 4 são iguais por serem 


o. p: v. (987); cada um déles tem a sua bissetriz, mas estas 
bissetrizes formam uma mesma reta, (887) 

Bissetriz de um A é O segmento da bissetriz de qualquer 
um de seus ângulos, segmento êste que tem por origem o vér- 
tice do £ e, por extremidade, o ponto em que a bissetriz encontra 


O lado oposto ao mesmo Z. 


No A ABC (fig. 35) a bissetriz do L q A 
ACB é a semirreta CMX ; mas a bissetriz “+. 
do A ABC é o segmento CM. Oportuna- 
mente trataremos das bissetrizes dos 4 exter- 
nos de um A. Um A tem três bissetrizes 
internas e três externas. ` 

De tudo o que dissemos resulta que B C 
um A contém numerosos elementos. Para 
maior clareza vamos dividir êstes elemen- 
tos em dois grupos : elementos principais e elementos secundá- 
rios. Os elementos principais são os três lados e os três 4. Os 
elementos secundários são as alturas, as medianas, as bissetrizea 
internas e externas, as mediatrizes de seus lados, as cevianas, etc.. 





Fig. 35 
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94. O triângulo isósceles. -O triângulo isósceles é o que 
tem dois lados iguais. (E.M.P.V. $31) No A isósceles é habitual 
tomar como base o lado que não tem igual, isto é, o lado BC. 
(fig. 36) Então a altura será o segmento AM, L à base, e tendo 
por extremidades o vértice A, oposto à base BC, e um ponto M 
desta mesma base. é 

TEOREMA. Em um triângulo isósceles, aos lados iguais 
se opõem ângulos iguais. 

Isto quer dizer que, quando dois lados de um A são iguais, 
os 4 opostos à êstes dois lados são também iguais. 


A Façamos o A ABC girar sôbre si mesmo, de 
f modo que o Z A volte a ocupar a sua posição pri- 
mitiva. O lado AC coincidirá exatamente em direção 
e grandeza com seu igual AB e êste, por sua vez, 
coincidirá exatamente, também em direção e gran- 
E deza, com seu igual AC. Então. o lado CB ficará 
B M C invertido, coincidindo com a sua posição primitiva 
Fig. 38 BC. Donde resulta que o < © coincidirá com o Z B. 
A A 
Logo, C = B 
RECÍPROCA. Se dois ângulos de um triângulo são 
iguais, os lados opostos & êstes ângulos são também 
iguais, e o triângulo é isósceles. 
O A , 
H. | B = T. À AB = AC 
Façamos o A ABC girar sôbre si mesmo, de modo que o lado 
invertido CB coincida com a sua posição primitiva BC. Sendo 
Bl (hip.) o lado CA coincidirá em direção com o lado BA, 
eo lado BA coincidirá também em direção com o lado CA. O 
ponto A, devendo coincidir com um ponto situado em BA e um 
ponto situado em CA, coincidirá necessàriamente com o ponto 
A. Donde resulta que CA coincide também em grandeza com 
BA, e BA com CA. Logo, AB = AC 
COROLÁRIO. O triângulo equilátero é equiânguio, e 
reciprocamente. 
Sejam A, Be C os três ângulos do triângulo ; os lados res- 
pectivamente opostos serão a, b, e e. (893) 
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Sendo a = b, teremos 


(teorema direto) 1 
Sendo a = c, teremos E 


Ã=B 
A=0 (teorema direto) (2) 


À ee O 
m{A=É=ô + Tla-b=e 
Sendo À = B teremos a = b 
A B, te = b (teorema í 
n recíproco) (1) 


teremos a = c ( í 
| ; c (teorema reciproco 2) 
Combinando (1) e (2) resulta: l Ai 
a=b=c 
TEOREMA. Em um triôngulo qualquer, C 
ao mator angulo se opõe o maior lado. YS 


H. | B>A T. [AC> BC 
Consideremos o A ABC (fig. 37). Sendo 


B > À, vamos traçar no interi 
erior do < B 
um segmento BD que forme com BA u i 
5 m < AB 
a o A ABD será isósceles .*. AD=BD ES 
segmento BC é a menor distância en 
e tre 
C. q BC < CD + BD. Mas BD=AD .:. E i 
+ AD. "BO < AC... AC > BC ii 
RECÍPROCA. Em um tria l 
od opõe o maior e t e RR 
A ag Foca recíproca pela redução ao absurdo 
or i veni > 
aea p nye 7 sabemos designar convenientemente 
H. la>b , o Á < B; resulta a < b, de 
a a 1 &côrdo com o teorema direto, o qu 
PA As B i porque é contrário à hipótese. ui piano 


ds pe pp A=B; neste caso o A será isósceles e tere- 
O, o que é absurdo, porque é contrário à hipótese. 


A A 
Ora, se não é possível À < B ou À = B, resulta À > B 





Fig. 37 
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Em resumo : 

T. Se os três lados de um A são iguais, os três 4 são também 
iguais, e reciprocamente. 

HH. Se dois lados de um A são iguais, os 4 opostos a êstes 
dois lados são também iguais, e reciprocamente. 

EH. Se os três lados de um A são diferentes, os três É são 
também diferentes, e reciprocamente; ao maior lado se opõe o maior 
Z e reciprocamente. 

95. Grandeza relativa dos lados de um triângulo. 
Os três lados que constituem um A não podem ser quaisquer ; 
não podem ser três segmentos com comprimentos arbitrários ; 

` devem satisfazer às duas condições que constituem o seguinte: 

TEOREMA. Qualquer lado de um triângulo é menor 
do que a soms dos outros dois, porém maior do que a 


diferença. (fig.37) | 
H. | ABC é um A. mo ne 


Em relação à primeira parte da tese não há nada a de- 
monstrar porque, entre os pontos A e B, o caminho mais curto 
é o segmento retilíneo AB. 

Para demonstrar a segunda parte da tese, tomemos O lado 
AC (ou BC) e apliquemos a êste lado a primeira propriedade, 
Teremos AC < AB + BG .. AC = BC < AB ` 

AB > AC - BC. 

Portanto, um A no qual a= 15m, b=8m e c=5m, não existe 
porque a não é menor do que b+c ou porque c não é maior que 
a-b. 

96. Linhas envolventes e envolvidas. Uma linha que- 
brada ou poligonal é convexa quando, prolongando-se qualquer 
um de seus elementos, toda ela fica situada do mesmo lado 
dêste elemento prolongado. A linha poligonal ABCD (fig. 38) 
é convexa porque, prolongando-se o ele- 
mento BC ou qualquer outro, toda ela 
fica situada do mesmo lado dêste ele- 
mento prolongado. 

Quando duas linhas poligonais ABCD 
e AMNRD têm extremidades comuns, 
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os pontos À e D, e estão situadas do 

), e es mesmo lado d 
retilíneo AD, a linha interior ABCD é chamada srta AR 
exterior AMNRD é chamada envolvente. Rs 


TEO i 3 
M E nrag uias bpa poligonal convexa é menor que 
potigonal envolvente, convexa ã 
! ou não, e - 
ag ei mesmas extremidades. (fig. 38) , E 
om efeito, prolongando os el | 

ementos AB e BC, at - 

trarem a envolvente nos pontos I e R, teremos: A 


AB + BI < AM + MI 
BC + CR < BI + IN 4+ NR 
CD < CR + RD 


Somando e reduzindo : 


AB + BC + CD < AM + MI +IN + NR + RD 
AB + BC + CD < AM + MN +-NR+ RD 


97. i : 
m E ea p triângulos quaisquer.. Os elemen- 
| e um são seis: os três I - ê 
e a m A são : os três lados eos três 4. 
pé ER o A sejam iguais, é necessário que possam coin- 
A m ; os três lados de um devem coincidir com os três 
an PRA ro, e os três 4 do primeiro devem coincidir- com 
od a pereira Vamos agora estudar três tecremas, cha- 
Fer mente casos de igualdade de A quaisquer, pelos 
RR Sia que fes A são iguais quando três elementos 
, convenientemente escolhid ão iguai 
os, são iguais 
elementos correspondentes do segundo. (§ 163) E A 


PRI 7 i 
MEIRO CASO. Dois triângulos são iguais quando 


têm um lado igual ad; 
Gn aeai ag adjacente a dois ângulos iguais, cada 


7. f A ABC = A A'B'C' | vido à hipótese. Sendo À = À! (hip.) 
o lado A'C” coincidirá em direção 


com o lado AC, e * coineidi 
7, e o ponto C’ coincidirá com um ponto situado 


AB = A'B’ ! Façamos o A A'B'C” (fig. 39) 
H. tak ) o no plano em que está si- 
a a uado, até que o lado A'B' coincida 
= com lado AB, o que é possível, de- 

i 

i 
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emma mamas 


em AC ou no seu prolongamento. Sendo 
A A 
B=B' (hip) o lado B'C” coincidirá, em di- 
. reção, com o lado BC, e o ponto © coin- 
cidirá com um ponto situado em BC ou no 
C' seu prolongamento. Mes, se o ponto C' deve 
coincidir com um ponto situado em AC e 
um ponto situado em BC, é claro que êle 
coincide com o ponto C, que é o único ponto 
comum aos lados AC e BC. Ora, se os três 
vértices do A A'B'C! coincidem com os três vértices do A ABC, 
estes dois A coincidem e são, por consequência, iguais. (8163) 
Observação. Feita a coincidência dos dois A, e sendo AB = A'B’, vemos 
A A CA A A A 
que O = C’; sendo À = A*, vemos que BC = B'C'; sendo B = B’, vemos 
que AC = A'C'. Donde resulta que: 

Quando dois A são iguais, à lados iguais se opõem £ iguais e a É 
iguais se opõem lados iguais. 

Quando dois À são iguais, é conveniente marcar os elementos iguais, 
nos dois À. (fig. 39) Sendo AB=A'B', marcaremos êstes dois lados com um 
traço, e os Æ opostos a êstes dois lados, isto é, os ÁC e, serão então már- 
cados com um arco. Os lados BC e B'C” são iguais e estão marcados com 
dois traços ; então os Æ A e å’, que se opõem a êstes dois lados, serão marcados 
com dois arcos. E os lados AC e A'C” sendo marcados com três traços, os & B 
e B’, que se opõem a êstes dois lados, serão marcados com três arcos. 

SEGUNDO CASO. 
têm dois lados iguais, cada um @ cada um, e o ângulo 
formado pelos dois lados do primeiro, é igual ao angulo 
formado pelos dois lados do segundo. 


Fig. 39 


( AB = A'B' 
H. (AC = AC T. 5 A ABC = A A'B'C' 
A = A 


Façamos o A A'B'C” (fig. 39) deslizar no plano em que 
está situado, até que o lado A'B’ coincida com o lado AB, o que 
é possível, devido à hipótese. Sendo A =A (hip.) o lado A'C' 
coincide em direção com o lado AC. Mas, AC = A'C! (hip.) e 


“o ponto A’ está sobre o ponto À ; assim o ponto C’ coincide com 


o ponto CG. Ora, se os três vértices do A A'B'C" coincidem com 
os três vértices do A ABC, êstes dois A coincidem e são, por 
consequência, iguais. ($ 163) 





Dois triângulos são iguais quando. 
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x TERCEIRO CASO. Dois triângulos 
são iguais quando os três lados de 
um são iguais, cado um a cada um, 
aos três lados do outre. (fig. 40) 


| AB=A'B' 
| H. 7 AC=A'C' T. | AABC = AA'B'C' 





| BC=B'C' 

| Sendo AB = A'B' (hip.) os dois 

| À. podem ser colocados na posição indi- 

; cada. (fig. 40) l Fig: 40 
| Tracemos o segmento CC". 


| Sendo AC = A'C” (hip.) o A CAC é isósceles ; logo, 


Sendo BC = B'C' (hip.) o A CBC é isósceles ; 
Portanto, .. (hip) o A CBC” é isósceles; logo, 


A A A A A A 
1+3=2+4+4 ACB = A'C'B' 
Neste caso, os A ABC e A'B'C' têm: 
AC= AO BC= BO O = É 
Logo, são iguais de acôr 
; guais de acôrdo com o segundo ca i 
! CASO , 
de A quaisquer. l a 
R y acôrdo com os três casos de igualdade de A, para que 
Ee à sejam iguais é necessário que três elementos de um dêles 
sejam iguais a três elementos do outro; mas esta condição neces- 
sária não é suficiente ; Os seis elementos que se supõem respectiva- 
mente iguais não devem ser todos angulares. 
ao Quando dois triângulos têm dois lados 
pas cada um a cada um, e o ângulo formado pelos dois 
os o ri . a 2 . A 
P k o Ear ao ângulo formado pelos 
e ados do segundo, então os terceiros 
ados não são iguais, e ao ângulo maior 
se opõe o lado maior. (fig. 41) 


[as Res A'B’ 













A 
= 2. 
4. 


i 
3 


li 


AC = AC T. | BC > BC 


A 


A > A 


x " ? p & 
Ê “Sendo AB = A'B’ (hip.) os dois A po- 
dem ser colocados na posição indicada. (fig. 41) 


l 
j 
sd 


mer b db Di E ile A A g do 


na top 


fd 
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Tracemos a bissetriz do Z CAC”. Sendo CAB ou À > B'Á'O? 
ou A” (hip.), a bissetriz do Z CAC”, isto é, AM ficará situada ne- 
cessàriamente no interior do Z CAB. E sendo AM a bissetriz 
do Z CAC’, segue-se que CAM = MAC’. Comparemos os À 
CAM e MAC”. 


AC = AC (hip) i z P z F 
AM = AM Las A MAC (2.º caso) +". 
CAM = MAC CM = MC 


Sendo o segmento retilíneo BC”, a menor distância entre os 
pontos B e C’, teremos : 
BC < BM + MO 
Porém, MC = MC’, como ficou provado. 
BŒ < BM + MC .'. BC' < BC 
B'C' < BC BC > B'C' 
RECÍPROCA. Quando dois triângulos têm dois lados 
iguais, cada um a cada um, e os terceiros lados desiguais, 
então os ângulos opostos a êstes terceiros lados são de- 
siguais e o ângulo maior é o que se opõe ao lado maior. 
Para demonstrar esta recíproca é inútil fazer a figura, por- 
que já aprendemos a designar convenientemente os lados e os 
&4 de um A. (893) 


Logo, 


à ea Vamos demonstrar esta recíproca pelo méto- 

H ad do de redução ao absurdo, isto é, negando a tese. 
c>e] Suponhamos C=C’. Então A ABC = 

| A a | = A A'B'C', de acôrdo com o segundo caso de 
T.1C> C; igualdade, donde resulta c=, o que é absur- 


do, por ser contrário à hipótese. 


A A i 
Suponhamos C < C’. Teremos c < ¢’, de acôrdo com o teo- 
rema direto, o que é também absurdo, por ser contrário à hipótese. 


A A A A A A 
Ora, se não é possível C=C ou © < Cy, resulta C > C. 
Observação. Recomendamos vivamente aos srs. professores 
os exercícios da série XLIV do livrinho Exercícios de Matemática 
— Terceiro Ano, ns. 1 a 12. 


| 
| 
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me meaane- 


Êste pequeno esfôrço será largamente recompensado; os es- 
tudantes terão o prazer de demonstrar numerosos teoremas dos ca- 
pítulos que se vão seguir, sem o auxílio do professor ou do 
compêndio. 

E” indispensável o conhecimento da seguinte 

' Regra. _ Para demonstrar que dois segmentos retilíneos ou 
dois 4 são iguais, procuram-se dois A dos quais êstes dois seg- 
mentos ou 4 façam parte, procura-se demonstrar que os dois A 
são iguais e marcam-se os elementos iguais. (897) Se êstes A 
não existem, traça-se uma linha de construção, em condições con- 
venientes. 

98. Igualdade de triângulos retângulos. A igualdade 
dos & retângulos é determinada pelos três casos de igualdade 
de A quaisquer. (397) Entretanto, dois A retângulos, têm sempre 
um'elemento igual que é o Z reto. Dêste fato resultam, para 
os A retângulos, dois casos especiais de igualdade. 

PRIMEIRO CASO. Dois triângulos retângulos são iguais 
quando têm a hipotenusa igual e um cateto igual. 

Sendo AC = A'C' (hip.) os dois! qu 4.4 
A podem ser colocados a posição ig | e = n m iai 
indicada. (fig. 42) Temos AC=A'C’! “Í BO = EA 
eBC=B'C' (hip.). Os 4A e A’ sen- = 
do retos, são supls.; estando na po- IT. Í A ABC = A A'B'C! 
sição de adjacentes, seus lados exte- CO 
riores, AB e A'B”, estão em linha l : 
reta. Mas, as oblíquas BC e B'C' sen- 
do iguais, (bip.) seus pés Be B’ dis- 
tam igualmente do pé da L AB; logo, 
EA (§89, 2.* recíproca). Don- 
de resulta que A ABC = A A'B'C. p , , 
(S97, 3.º caso) ai AA = 

SEGUNDO CASO. Dois triângulos retângulos são iguais 





, quando têm a hipotenusa igual e um ângulo agudo igual. 


A 


À = A = 1 reto 
H. BC = BO 
O =: 


T. | AABC = A A'BC 


ii 


mes da asma gay 


posa 
e 





ni 
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Façamos o À A'B'Œ (fig. 43) deslizar no plano em que. 
está situado, até que a hipotenusa B'C” coin- 


a cida com a hipotenusa BC, o que é possível, 

; A A ; 

devido à hipótese. Sendo C = C”, o cateto C'A 

Afro B coincidirá, em direção, com o cateto CA, eo 

` ponto A! deverá coincidir com um ponto qualquer 
K situado em CA, ou no seu prolongamento. 

NG Ora, sendo BA e B'A’, b, respectivamente, 





Blame a AC e A'C’, e estando o ponto B sobre o ponto 


Fig. 43 B',as b BA e B'A' coincidem em direção. (389, . 


teorema fundamental) Logo, o ponto A” deverá ma com 
À 0 se longamento. Então, o 

um ponto situado em BA, ou no seu pro 

ponto A’ coincide como ponto À .'. AABC = AA'B'C'.(S 163) 


99. A bissetriz e suas propriedades. TEOREMA. Qual- 
quer ponto situado na bissetriz de um ângulo, dista 
igualmente dos lados dêste ângulo. l Cr 

Seja o Z MON (fig. 44) e tracemos a sua bissetriz OS. (387) 
Tomemos um ponto qualquer À, situado na bissetriz e tracemos 
as b AB e AC. 


M T ( AB = AC 
O A 


Comparemos os A AOB e AOC. 
O Z ABO é reto porque AB LOM, e 
o Z ACO também é reto porque AC L Fig. 44 
ON ; logo, os A AOB e AOC são re- ; 
tângulos. Mas êles têm a hipotenusa igual e um ângulo agudo 


igual, a saber 1=2. Nestas condições A ABO = A ACO. ($98, 
2.º caso) E lembrando que em A iguais, a 4 iguais se opõem 
lados iguais, conclue-se que os lados AB e AC, que se opõem 
aos 4 iguais 1 e 2, são iguais. Ora, AB e AC representam as 
distâncias do ponto A às semirretas OM e ON (589) : portanto, 
qualquer ponto da bissetriz de um £ dista igualmente dos 
lados dêste mesmo <. 
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TEOREMA RECÍPROCO. Qualquer ponto eqüidistante 
dos lados de um ângulo está situado na bissetris dêste 
ângulo. 

Seja o < MON (fig. 54) e suponhames um ponto A, eqüi- 
distante dos lados dêste mesmo Z. As distâncias do ponto A 
aos lados do Z MON são os segmentos AB e AC, respectiva- 
mente k aos lados OM e ON. E êstes dois segmentos são, por 
hipótese, iguais. 


AB = AC O ponto A está 
H. 4 AB L OM T na bissetriz do 
1 AC LON < MON. 


Liguemos o ponto A ao vértice do Z MON e comparemos 
os A AOB e AOC; são retângulos (hip); têm a hipotenusa 
igual AO, e um cateto igual, isto é, AB=AC, Logo, A AOB=A 
AOC. (898, 1.º caso) Ora, em A iguais, a lados iguais se opõem 
4 iguais; os 41 e 2, que se opõem aos lados iguais AB 


A 


_e AC, são iguais. Sendo 1=2, a semirreta OA ou OS é realmente 
- & bissetriz do Z MON. : 


TEOREMA CONTRÁRIO. Um ponto que não estå situa- 
do na bissetris de um úngulo, não é eguidistante dos 
lados dêste ânguio. 

Seja D (fig. 44) um ponto que não está situado na bissetriz 
OS do < MON. Tracemos os segmentos DE e DB, respecti- 
vamente .b aos lados do Z MON. Então êstes dois segmentos 
representam as distâncias do ponto D, aos lados do < MON. 

O ponto D não está na 
bissetriz do Z MON. 
A A 
“Ji=g 
: DB L OM, DE L ON. 
Se o ponto D não está na bissetriz do Z MON, uma das 


-&, DB, corta necessàriamente a bissetriz OS, num certo ponto 
A. Tracemos AC L ON e liguemos o ponto C ao ponto D. 


Sendo DE L ON, então DC é oblíqua a ON. Donde 


T.f DB >DE 


DE < DC (1) 
Do A ADC deduzimos que 
DC < AC + AD (I1) 


RR CR SAE R OE SAA, 





Esta impar na 


sann 


sda nia sê 


RS 
teen 
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Combinando as desigualdades I e II, teremos: . 
DE < DC < AC + AD (LIT) 


Porém AC = AB, porque o ponto À está nã bissetriz do 
Z MON. Logo, substituindo AC por AB na desigualdade IU, 


DE < DC < AB + AD 
DE < DC < DB 
DE < DB 


100. A bissetriz é um lugar geométrico. F icou demons- 
trado que um ponto qualquer A, (fig. 44) situado na bissetriz os, 
dista igualmente dos lados do < MON,e reciprocamente, um pon- 
to A, eguidistante, dos lados do < MON, está situado na 
bissetriz dêste mesmo <. Ficou também provado que um pon- 
to não situado na bissetriz do Z MON, não é equidistante 

- dos lados do mesmo Z. Portanto, todos os pontos da bissetriz 
do Z MON gozam de uma determinada propriedade, proprie- 
dade esta que não pertence, absolutamente, aos pontos situados 
fora da bissetriz. Logo, a bissetriz de um Z é um lugar geo- 
métrico; é o lugar geométrico dos pontos eqüidistantes dos lados 


de um £. 






O lugar geométrico dos pontos eqiiidis- 
tantes dos lados de um ângulo é a bissetriz 
dêste mesmo ângulo. 
DE 


Quando, na resolução de um problema qualquer de Geo- 
metria, necessitarmos de um ponto equidistante dos lados de 
um £, não devemos hesitar; tracemos imediatamente a bissetriz 
dêste Z, porque é nela, e sômente nela, que existem pontos equi- 
distantes dos lados dêste mesmo £. 

Observação. Para exercícios, vide E.M.T.A. do mesmo autor, série 


101. Definição de paralelas. Duas retas são poralelas 
quando, sendo complanares, (*) não têm nenhum posto comum. 
As retas AB e CD (fig. 45) são complanares : supondo que não 
tenham nenhum ponto comum, embora prolongadas indefinida- 


(O) E.M.P.V. 826. 
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mente, serão ll. Da definição de retas || resuita que duas retas Il 
não têm nenhum ponto comum; mas esia condição não é sufi- 
ciente; a definição exige também que as duas retas sejam 
complanares. Em uma sala de aula é fácil apontar duas retas 
que, embora indefinidamente prolongadas, não se encontram, 
isto é, não têm nenhum ponto comum ; uma das quinas da 
mesa do professor e a intersecção de duas paredes; entretanto, 
não são Ii porque não estão situadas no mesmo plano; não são 
complanares. 

Às vêzes, será necessário dizer que duas || se encontram 
no infinito, têm um ponto comum situado no infinito. Entre- 
tanto, isto não irá de encontro à defini- 


ção de retas ||, porque êste ponto fica M 

tão distante... no 
— 102. Teoremas relativos às para- a D 
lelas. Duas retas perpendiculares a Fig 45 


uma terceira são paralelas. 

Sejam as retas AB e CD (fig. 45) k à reta MN. Se 
não fossem Il elas se encontrariam em um certo ponto X e, 
por êste ponto X, teríamos duas retas ABX e CDX, k a uma 
mesma reta MN,o que não pode ser. (889) Logo... 


COROLÁRIO. Por um ponto dado 


ABR Se e e situado jora de uma reta dada é 
sempre possível traçar uma paralela 
a reta dada. . 

A C B Seja AB a reta dada e M o ponto 


Fig. 45 dado. (fig. 46) Pelo ponto M traça-se MC 
l L AB, e pelo ponto M traça-se DE L 
MC. As retas DE e AB, sendo | à mesma reta MC, são Il. 
Postulado de Euclides. Por um ponto dado e situado jora 
de uma reta dada, podemos traçar sômente uma || à reta dada. 
Vimos que, pelo ponto M, é sempre possível traçar uma 
l à reta AB. Entretanto, não é possível traçar pelo ponto M 
uma segunda reta que seja também || à mesma reta AB. Esta 
última verdade da Geometria, Euclides não conseguiu demons- 
trá-la e então pediu aos seus contemporâneos que a aceitassem 
como evidente e, portanto, sem demonstração. 








- 
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—— Shea 75 
i i é dir. Euclides 
ão. Postulatum, do latim postulare, isto é, pe 

foi ea grego que viveu em Alexandria no século III pe da era 
ni ão Os contemporâneos de Euclides quiseram demonstrar o célebre pos- 
talado e não o conseguiram ; os nossos contemporâneos demonstraram a sua 

demonstrabilidade. i 
ğ O que nős enunciamos hoje como “gripe e a ge barra 
q ; iu; veremos adiante a verdadeira forma lê è 
gr MOTA E i Do postulado de Euclides resultam 


o que não pode ser. (postulado de Euclides) Donde resulta que 
A'B’ coincide com AB, isto é, AB L MP. 


A 
103. Angulos formados por duas retas cor 
uma transversal. (Chama-se transversal ou s 
secare, cortar) a reta 


tadas por 
ecante (do latim 
que corta uma figura geométrica qualquer. 











Quando duas retas quaisquer AB e CD (fig. 50) são cortadas 
A ai olário por uma secante MN, formam-se oito 4 que têm denominações 
'ês corolários. WE 

C D ' Primeiro corolário. Duas retas particulares. 
É à uma leiteira ado di: Os 4a, b. c, d, são chamados internos, em relação às duas 
M N Suponhamos AB l MN e CD 1 retas AB e CD cortadas pela transversal MN; os 49,e. 7, h, 
Pig. 47 MN. (fig. 47) Vamos provar que as são chamados externos. Os 4 a, d, g, Í, estão situados de um lado 
retas AB e CD são il. Com efeito, se não fossem Il, elas se da transversal, ao passo que os 4 b, c, e, h. estão situados do 


i t antã lo ponto X, tería- 
trariam em um ponto X, e então, pe 
o E retas, ABX e CDX, ll a uma mesma pt di que 
não pode ser porque é contrário ao postulado de Euclides. Logo... 
Segundo corolário. Quando duas retas são |, qualquer 
reta que corta a primeira, corta também a segunda. 
Suponhamos AB I CD (fig. 48) O 
e seja OP uma reta que corta AB no fis p r 
ponto P. Vamos provar. que a reta oP A 
corta também a reta CD. Com efeito, 
se OP não cortasse CD, se OP fosse 
là CD, teríamos Rea pelo ponto P, ps 
tas AB e OP, | a uma mesma 
AUD R que não pode ser porque é contrário ao postulado 
3 
de Euclides. Logo... ; 
Terceiro corolário. Quando duas retas são |, toda L a - 
também JL à outra. 
anais CD I AB, e MP LCD. Vamos provar que 
MP LAB. Negando a tese, admitamos que AB não é du MP; 
D então, pelo ponto P, tracemos A'B' L 
CM MP. Duas -$ a uma mesma reta são il; 
logo, CD | A'B”. 
Mas, CD || AB (hip.). Logo, pelo 


ponto P temos duas retas distintas, AB 
e A'B’, ambas Il a uma mesma reta, CD, 


outro lado da mesma transversal. 


A 

Angulos alternos-internos são os A M 
internos, situados de um lado e do outro da 

transversal, e não adjacentes. Os 4 a e b são 
alternos-internos,. assim como os £ ce d. 


A E 
- Angulos “alternos-externos são os & 
externos, situados de um lado e do outro da 
transversal, e não adjacentes. Os Lee j são 
alternos-externos, assim como os 4 ge hk. 
A 








Fig. 50 


Angulos correspondentes são os & 
situados do mesmo lado da transversal, um interno e outro externo, 
e não adjacentes. Os 4 a ef são correspondentes, assim como 
os ceh deg bee. : 

A 


Angulos colaterais-internos, 
mesmo lado da transversal. Os 4 a 
assim como os 4b ec. 


são os 4 internos situados do 
e d são colaterais-internos, 


A 

Angulos colaterais-externos 
mesmo lado da transversal. Os 4 
assim como os 4 f eg. 


Os oito 4 formados pelas retas AB e CD 
pela transversal MN, em geral não são 4 retos; são agudos 


- ou obtusos, sendo quatro agudos e quatro obtusos. Seo Za é 


agudo, seus suplementos, os 4 ce 9, são obtusos; eo < e sendo 


são os A externos situados do 
e eh são colaterais-externos, 


, quando cortadas 
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igual ao Z a, por serem o. p. V. é também agudo. O mesmo 
acontece com os 4 b, d, f, h. 
M TEOREMA. Quando duas para- 
lelas são cortadas por uma trans- 
B versal, os quatro ângulos agudos 
são iguais, assim como os quatro 
ângulos obtusos. + 
Sejam AB e CD as duas Il e 
p MN a transversal. Pelo ponto O, 
centro do segmento RS, tracemos o 
segmento EF L AB. O segmento 
Pig. 31 EF será também L CD. (terceiro 
corolário do postulado de Euclides) Comparemos os A ROE 
e SOF. São A retângulos porque EF é L às | AB e CD; 
suas hipotenusas, OR e OS, são iguais por construção ; 
RÔE=SÔF. (o. p. v.) Logo, A ROE = A SOF. ($101, 2.º caso) 
Donde resulta que À =3. Porém 1=7 e 2-8. (o.p.v.) Então, 
1=2=7=s8. E êstes quatro 4 sendo iguais, Os seus suplementos, 
isto é, 3, Â, 5e 6, são também iguais. 
COROLÁRIO. Quando duas paralelas são cortadas por 


uma transversal, 
I. Os ângulos alternos-internos são iguais. 


II. Os ângulos alternos-externos são iguais. 

HI. Os ângulos correspondentes são iguais. 

IV. Os ângulos colaterais-internos são suplementares. 
V. Os ângulos colaterais-externos são suplementares. 


Já vimos que 1=2 e 3=4 : portanto o número 1 está de- 
monstrado. Vimos também que 5=6 e 7-8; logo o número 
II está também demonstrado. Vimos ainda que Lu, 3 =8, 
2=7 e 4 bo o número III também está demonstrado. Resta- 
nos demonstrar os números IV e vV. 

Os 4 1 e3 são supls. (§86), isto é, 1+3=2 retos. Nesta 


igualdade podemos substituir 3 por 4, porque são iguais. Logo, 
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A A 
14+4=2 retos, isto é, êstes dois 4 col.-int. são 

int. supls. D 
análogo provaríamos que os 4 col.-int. 3 e 2 são ahia AEn 


i Os 4 5e 7 são supls. ($86), isto é, 5+7=2 retos. Nesta 
igualdade podemos substituir 5 por 6, porque são iguais. Logo 
3 


A A 
pa retos, isto é, êstes dois £ col.-ext. são supls. De modo 
análogo provaríamos que os 4 col.-ext. 5 e 8 são supls 
O raras que acabámos de demonstrar e seu corolário 

nos conduziram a cinco conclusões distintas. Por consegiiência 
temos de demonstrar agora cinco recíprocas. í 

; ncia recíproca. Se os 4 alt.-int. formados por duas 
retas Edo as por uma transversal são iguais, estas duas retas são || 
M paa recíproca. Se os 4 alt.-ext. formados por duas 

cortadas por uma transversal são iguai 
e uais 
FA g , estas duas retas 
E Edo a Se os 4 correspondentes formados” 
s retas cortadas por uma transversal são iguai 
b são 

duas retas são |l. pad 
$ to recíproca. Se os 4 col. int. formados por duas retas 
corta as por uma transversal, são supls. estas duas retas são || 

í j ra recíproca. Se os £ col.-ext. formados por duas retas 
cor E por uma transversal, são supls. estas duas retas são Il 

' amos demonstrar a primeira recíproca pela redução ao ab- 
surdo. As outras se demonstrarão de modo análogo. 


H. [i=2 T. | AB | CD 


Admitamos, negando a tese, que AB nã i 
ai | não é | CD. (fig. 52) 
elo ponto S tracemos C'D’ || AB. Se estas duas retas são |l, 


teremos 1=3, porque são dois 4 alt.-int., for- 
mados pelas || AB e C'D”, cortadas pela 
transversal MN. (O Z 3 é o Z RSD’) 
De acôrdo com a hipótese, i = 2, Ora, 
sendo 1=3 e 1=2, resulta que 3=3, Mas 
esta igualdade é um absurdo. Se a negação 
da tese nos conduziu a um absurdo, e se 


não há outra maneira de negá-la, fo 
ng A CD O RO i 





w A a m dar 


r- 
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. O verdadeiro postulado de Euclides. Considere- 
mos rapina AB e CD, cortadas pela transversal MN. (fig. 50) 
Se as retas AB e CD não são ll, elas se encontram. Onde? De 
que lado da transversal? E” Euclides quem responde no seu 

atum. 

E dede 1 dos “Elementos” de Euclides. Quando 
duas retas são cortadas por uma transversal, estas duas reias se 
encontram sempre do lado em que a soma dos ângulos colaterais- 
internos é menor do que dois ângulos retos. 

Se êstes dois 4 forem suplementares, os outros dois cola- 
terais-internos, situados do outro lado da transversal, também 
serão suplementares e, neste caso, onde se encontrarão as retas 
ABe CD, que são duas retas distintas? Ou não se encontram, 
ou deverão encontrar-se em dois pontos Xe Y, situados respectiva- 
mente de um lado e do outro da transversal MN, e a uma a 
tância infinitamente grande desta transversal. Então as retas A 
e CD, sendo complanares e encontrando-se no infinito, são jl. 


õ | jam duas 
105. Porções de paralelas entre paralelas. Sejam 
| AB e CD, cortadas por outras duas || AC e BD. (fig. 53) E 
TEOREMA. Porções de paralelas entre paralelas são 
iguais. 
j - AB CD T . AB=CD 
H. L ACi BD T 1 AC=BD 


Tracemos o segmento AD e compare- 
mos os A ABD e ACD. 





E AD = AD 
i i Î = 2 (alt.-int. formados pelas || AB e CD, etc..) 
é m po 3 = å (alt.-int. formados pelas || AC e BD, etc..) 
Fig. 5 A ABD = A ACD (1.º caso de igualdade de 
À quaisquer) 


Completando a marcação teremos AB= CD e AC=BD. 

COROLÁRIO. Duas paralelas são equidistantes. 

Consideremos as | EF e GH. (fig. 53) Se, por um e 
qualquer E, da primeira, traçarmos o segmento EG L à pgn a, 
êste segmento EG será a distância do ponto E à reta GH, 2 
do ponto G à reta EF. Anàlogamente o segmento FH, sendo 
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L à GH, e, portanto, à EF (3.º corolário do postulado de Euclides) 
será a distância do ponto F à reta GH, ou do ponto H à reta 
EF. (889, 1.º teorema) Ora: ' 

Distância de duas paralelas é o comprimento do segmento 
L às duas, e por elas limitado. Mas, duas k a uma mesma reta 
são ll. ($101) Então EG e FH, sendo b à GH, são Il. Mas, 


porções de | entre Il são iguais. Logo, EG=FH, isto é, duas | 
são equidistantes. 


106. Mais um lugar geométrico. Vamos resolver mais um 
problema de Geometria: dada uma reta AB, (fig. 54) determinar 
um ponto situado a Sem de AB. Por um ponto qualquer C, tracemos 
CX 1 AB. Em seguida, marquemos em CX dois segmentos, 
CD e CD’ com 5em, e pelos pontos D e D’ tracemos MN e 
M'N” Ii AB. Desde que duas || são equidistantes, qualquer ponto 
da reta MN ou M'N' dista 5em da reta 





AB, e é, portanto, uma solução do proble- "E da 

ma proposto. E fora das retas MN e M'N', m p N 
ll à reta AB, não existem pontos cuja distân- El 

cia à reta AB seja igual a 5em. Com efeito, a “IC NB 
sendo, com evidência, CE > CD, a dis-” ' 

tância do ponto E à reta AB é superior a M  D' Nº 
5cm ; sendo, “com evidência, CE’ < CD, ! 

a distância do ponto E' à reta AB é in- Fig. 54 


ferior a 5cm. 
Ora, desde que qualquer ponto situado nas retas MN e 


© M'N’ || AB, dista 5cm de AB, e desde que fora das retas MN e 


M'N” não existem pontos situados a 5cm de AB, conclue-se que 
estas duas retas MN e M'N' constituem um lugar geométrico. 


O lugar geométrico dos pontos de um 
plano, situados a uma distância dada, de 
uma reta dada neste mesmo plano. é cons- 
tituído por duas paralelas à reta dada. 


Exercícios em classe 


1. Dada ums reta AB e dois pontos P e Q situados fora da reta AB, 
determinar um ponto equidistante dos pontos Pe Q, e situado a 2cm da reta AB. 
2. Traçar um Z MON com 45º e uma reta quelquer AB. Determinar 
um ponto situado a 2cm da reta AB, e egiidistante dos lados do £ MON, 
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3. Determinar um ponto situado a 3cm de duas retas AB e CD que 
se cortam. 
A pm . 
107. Angulos cujos lados são paralelos. Consideremos 
os 4 ABC e MON, cujos lados são Il, isto é, AB |I MO e BC į 
NO. (fig. 55) 
P? TEOREMA. Dois ângulos cujos 
Z * pe lados são paralelos, são iguais ou 


Efi e 2/0 —=N suplementares. 


AS PM 


.... = uma 


i 34 Prolonguemos as semirretas OM 

B LA c e ON até encontrarem as semirre- 
e K tas BA e BC, respectivamente nos 

A A 

Fig. 55 pontos F e E. Teremos: B=1 


(correspondentes formados pelas Il BC e EN, cortadas pela transversal AB); 

A A 

O=1 (correspondentes formados -pelas l AB e EM cortadas pela trans- 
A 


A A A A A 
versal FN). De B=1 e O=1 deduzimos B=0. Portanto, êstes 
dois 4, tendo seus lados ll, são iguais. E observe-se que as 
semirretas || BA e OM estão dirigidas no mesmo sentido, assim 


- como as semirretas | BC e ON. f 
l Observação. Sentido de uma semirreta é o sentido do movimento de um 
ponto que, partindo da origem da semirreta, percorre esta mesma semirreta, 
afastando-se da origem. Nós indicamos o sentido de uma semirreta com uma 
seta. (fig. 55) As semirretas || BC e ON são do mesmo sentido ; as semirretas 
il BC e OF são de sentidos contrários. 

Entretanto, os 4 Be 2 também têm seus lados ll. Prová- 


mos que Be. Já sabemos que 24+0=2 retos. (88%) Logo, 
94B=2 retos, isto é, os 4 B e 2, tendo seus lados |l, são supls. 
E observe-se que as semirretas | BA e OM estão dirigidas no 
` mesmo sentido, ao passo que as semirretas |l BC e OF estão 
dirigidas em sentidos contrários. pus 
Os 4 Be 3 também têm seus lados |. Já vimos que B=0. 
E sendo 3=0 (o. p. v.) segue-se que B=3, isto é, os 4 B e3, 
tendo seus lados |l, são iguais. E observe-se que as semirretas 
| BA e OE, estão dirigidas em sentidos contrários, assim como 
as semirretas | BC e OF. 
Finalmente, os 4 Be 4 também têm seus lados ll. Já vi- 


mos que B-0. E sendo 4 suplemento de O, 4 será também su- 
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plemento de B, isto é, os 4 B e 4, tendo seus lados |l, são supls. 
E observe-se que as semirretas || BC e ON estão dirigidas no 
mesmo sentido, ao passo que as semirretas il BA e OE estão 
dirigidas em sentidos contrários. 

Em resumo, quando dois 4 têm seus lados Il, sãoiguais 
ou supls. São iguais quando os lados || se dirigem no mesmo 
sentido ou em sentidos contrários; é o que se dá com os 4 B 
e O ou Be 3. São supls. quando dois lados Il se dirigem no 
mesmo sentido, ao passo que os outros dois se dirigem em sen- 
tidos contrários; é o que se dá com os 4 Be 2, ou Be 4. 

Exercícios. Repetir esta demonstração considerando cada caso separa- 
damente e fazendo a figura de acôrdo com o caso que se quer demonstrar. 


108. Angulos cujos lados são perpendiculares. Consi- 


“deremos os 4 1 e 2 cujos lados são b, isto é, AB | EF e 


BC L DE. (fig. 56) 


TEOREMA. Dois ângulos cujos lados são perpendi- 
culares, são iguais ou suplementares. 


AB 1 EF f l 
H. { BC1ED No C ja 
A A N i p 
T. f PA Sis N 
1+2=2 retos. É E 
Pelo vértice E do Z DEF, trace- 
mos as semirretas EN e EM, respecti- iR 
vamente || às semirretas BC e BA, e Fig. 56 


dirigidas no mesmo sentido. Então, i= 3. (§ 107) 
Sendo EM | AB (construção) e EF LAB (hip.) então EF 
+ EM. (Postulado de Euclides, 3.º corolário) Assim sendo, o Z MEF 


é um Z reto ou 4432=1 reto. 
Sendo EN Il BC (construção) e ED L BC (hi ã 
p.) então 
ED 1 EN. (Postulado de Euclides, 3.º corolário) Assim sendo, O 


Z NED é um Z reto ou i=] reto. 


Sendo 2 complemento de 4, e 3 também complemento de $, 


A A w A A 
segue-se 2=3. Mas 3=1. (construção) Logo, 1=2. 
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Portanto, dois 4 cujos lados são k, são iguais. Mas, 5 


A A 

também tem seus lados -k$ aos lados de 2. E sendo 1=2, e os 4 
l e 5 sendo supls., conclue-se que o Z 5é suplemento do Z 2. 
Nestas condições, dois 4 cujos lados são b, são iguais ou supls. ? 
E’ fácil distinguir. Se ambos são ue pedem, gia 

r supls.; então são iguais. mesmo sucede 
BETA T são e h são também iguais. Entretanto, 
se um é agudo e o outro é obtuso, os dois são supls. l 
Observação: Para exercícios, vide E.M.T.A. do mesmo autor, série 


XLV. A 
109. Soma dos ângulos de um triângulo. TEOREMA. 


A soma dos três ângulos de um triângulo retilineo é 
sempre igual a dois ângulos retos. 


H. | ABC é um A. 


Es T. Í A+B+G=2 retos. 
ka Seja ABC (fig. 67) um A qual- 
E - quer. Prolonguemos BC formando 


assim o Z externo ACD. Pelo pon- 
“to C tracemos CE | BA; fica assim 
o Z ACD dividido em dois 4, 4 e 5, em geral desiguais. 


Já sabemos que 3+445=2 retos (886, 1.º corolário) Mas, 
e] (alt.-int. formados. pelas Il AB e CE cortadas, ete..) 


A 


5=2 (correspondentes formados pelas || AB e CE, etc..) 
Substituindo na primeira igualdade, teremos: 


34+14+2=2 retos A +B +C = 2 retos 
Dêste teorema resultam numerosos corolários. NoT: 
I. Dados dois A, ABC e A'B'C', se A=A' e B=B', en- 


tão G=0 , isto é, quando dois ça têm dois 4 iguais, cada um a 
1 eiros £ são também iguais. 

a a E tie corolário, diremos daquí por diante que 

dois A são iguais quando têm um lado igual e dois Æ quasquer 

iguais, cada um a cada um. (§ 0% d* caso) Porque então os 

terceiros 4 serão iguais e estarão preenchidas as condições exi- 
gidas pelo primeiro caso de igualdade de A. 





a 
a 
| 

E 
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II O Z externo de um A é igual à soma dos dois 4 inter- 
nos não adjacentes. Com efeito, sendo 4=1 e b3, conclue- 
se que 445=143.-. AĈD=Î+2. (fig. 57) i 

III. O Z externo de um A é maior do que qualquer um dos 
4 internos não adjacentes. Com efeito, sendo ACD=1+2, 
segue-se que AĈD > Î ou ACD > 2. (fig. 57) l 

IV. Duas | encontrando-se no infinito formam um Z nulo. 
Sejam as || AB e CD (fig. 45,§101) que se encontram em um 


ponto X situado no infinito (a uma distância infinita) formando 
o A ACX. Sendo NCX um Z externo ao A ACX, teremos: 


NCX = CÂX + X 


A A 
Mas, a soma NCX é igual a uma das parcelas CAX.(São dois 4 
correspondentes formados pelas || AX e CX, cortadas pela transversal MN .) 
Então, a outra parcela é nula, isto é, o Z X é nulo. 


V. Seum Z de um A é obtuso, os outros dois são agudos. 
Com efeito, se um dos 4 é maior do que um Z reto, a soma 
dos outros dois é menor do que um Z reto e, então, êles são 
agudos. Ao A que tem um Z obtuso dá-se o nome de triân- 
gulo obtusângulo. 


VI. Se um Z de um A é reto, os outros dois são agudos 
e são compls. Desde que um dos 4 é reto, a soma dos outros 
dois é igual a um Z reto; portanto, êles são agudos e compls. 
Este A é o triângulo retângulo. 


VII. Os três 4 de um A podem ser agudos. Dá-se a êste 
A o nome de triângulo acutângulo. 

Os triângulos obtusângulos e acutângulos são chamados 
triângulos obliquângulos. 


VIII. Em um A equilátero cada Z vale dois terços de um 
£ reto. (60º ou 66,6666 grados) 


Exercício teórico. Dado um A ABC (fig. 57), prolongam-se os três ' 


lados nas seguintes condições: o lado AB, de À para B; o lado BC, de B 
para C; o lado CA, de Č para A. Formam-se assim três Æ externos. Pro- 
var que a soma dêstes três Æ é igual a quatro 4 retos. 


ic Para exercícios, vide E.M.T.A. do mesmo autor,” série 


BR O NTER 
A SÍ 


Dt o Aa 


184 Elementos de Matemática 





110. Os quadriláteres. Quadrilátero é o polígono de quatro 
lados. (895) 

Em um quadrilátero qualquer ABCD, dois lados que se en- 
contram em um mesmo vértice, são chamados consecutivos ; no 
caso contrário são chamados opostos. Os lados AB e AD ou BA 
e BC ou CB e CD ou DC e DA são consecutivos; os lados AB 
e CD são opostos, assim como os 
lados AD e BC. Anãlogamente, os 
vértices A e B, situados nas extre- 
midades de um mesmo lado são 
vértices consecutivos; ao passo 
que os vértices A e C, não situa- 
dos nas extremidades de um mes- 
mo lado, são vértices opostos. 
Também os 4 são consecutivos ou opostos; os 4 A e B são 
consecutivos, ao passo que os 4 À e C são opostos. 

Um quadrilátero (ou um polígono qualquer, excetuando o 
triângulo), pode ser convero ou côncavo. E’ convezo quando, pro- 
longando-se indefinidamente qualquer um de seus lados, nos dois 
sentidos, o quadrilátero fica sifuado de um mesmo lado dêste 
lado prolongado; o quadrilátero ABCD é convezo. (fig. 58) 
E’ côncavo quando, prolongando-se indefinidamente qualquer um 
dos seus lados, nos dois sentidos, o quadrilátero fica situado 
dos dois lados dêste lado prolongado; o quadrilátero EFGH 
é côncavo. Uma secante corta um quadrilátero convexo sômente 
em dois pontos. 

Um quadrilátero (ou um polígono qualquer, excetuando o tri- 
ângulo) pode ser plano ou reverso. E’ plano quando todos os vér- 
tices estão situados no mesmo plano ; é reverso no caso contrário. 
O quadrilátero ABCD é um quadrilátero plano. (fig. 58) Para 
compreender em que consiste um quadrilátero reverso, desenhemos 
o quadrilátero ABCD, recortemos a figura, tracemos à diagonal 
BD e, em seguida, coloquemos o quadrilátero sôbre o plano do 
quadro-negro, de modo que o À BCD coincida inteiramente com 
o plano. Se não deixarmos o vértice À pousar no quadro negro, 
teremos diante dos olhos a imagem de um quadrilátero reverso. 

O triângulo é sempre plano e convexo. 

Observação. Nestas lições elementares de Geometria plana estudare- 
mos sômente polígonos convexos e planos. 








| 
| 
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111. Soma dos ângulos de um quadrilátero. Æ’ igual a 
quatro A retos, como é fácil demonstrar. Em um quadrilátero qual- 
quer ABCD (fig. 58) traça-se uma diagonal BD ; o quadrilátero 
fica decomposto em dois A, ABD e CBD. A soma dos três 4 de 
um A é igual a dois 4 retos (8112); portanto, a soma dos 4 dos 
A ABD e CBD é igual a quatro 4 retos. Mas os 4 dos A ABD 
e CBD são, evidentemente, os 4 do quadrilátero ; logo... 


12. O paralelogramo. Devido à natureza de seus 
elementos principais, isto é, lados e 4, os quadriláteros têm 
denominações especiais: paralelogramo, retângulo, losango, 
quadrado, trapézio e quadrilátero qualquer. 


Paralelogramo é um quadrilátero 
cujos lados opostos são paralelos. Es- 
ta afirmação não é um teorema, não é 
uma verdade que exige demonstração 
é uma definição. A fig. ABCD (fig. 59) 
é um quadrilátero no qual os lados opostos 
são ll; por êste fato recebe o nome especial de paralelogramo. 
Se um quadrilátero dado é um LJ, nós podemos afirmar que 
seus lados opostos são Il; para provar que um quadrilátero é 
um O, deveremos provar que seus lados opostos são Il. 





Fig. 59 


TEOREMA. Em um paralelogramo, os lados opostos 
são iguais, e os ângulos opostos são iguais. (fig. 59) 


H. f pra : E Tracemos uma diagonal 

i ! qualquer BD (§97, exercícios 

f AB=CD e AD=BC | em classe, regra) e comparemos 
TEOT EE E, | 08-28 ADD 6 BOD, 


BD = BD 
(alt.-int. formados pelas || AD e BC, cortadas, etc..) 


> poi > 
> W> 


3 = 4 (alt.-int. formados pelas || AB e CD, cortadas, ete..) 
A ABD = ABCD (1° caso de igualdade de A) 


Completando a marcação dos elementos iguais (897, fig. 39) 
teremos AB=CD, AD=BC e Á=0, 


É 


m 


T 
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esa emana ao eita arara nr errei pança reta cr amar am cp pr qu vens 


A A” A A 
- Resta provar que B=D. Já vimos que l=2e 3=4. So- 
mando estas igualdades teremos i+3= 244 te B=D., 
O teorema que acabámos de demonstrar tem duas conclu- 
sões distintas : em um LI os lados opostos são iguais ; em um O 
os £ opostos são iguais. Temos, pois, duas recíprocas a demonstrar. 


PRIMEIRA RECÍPROCA. Se os lados opostos de um 
quadrilátero são iguais, êste quadrilátero é um paralelo- 
gramo. 

AB CD T AB | CD 
H. UAD = BC | . LADI BO 


Observação. Não esqueçamos que, para provar que um quadrilátero 
é um [J devemos provar que seus lados opostos são ||. 


RR) 


Consideremos o quadrilátero ABCD (fig. 59), tracemos a 
diagonal BD e comparemos os A ABD e BCD. 


i i ' 
a E (ie) dos elementos iguais (897, 
fig. 39): teremos : 
BD = BD 1g. 89). : á ; 
A ABD = ABCD (3.º caso) l i ig î 
| = 


Temos 1=2. Mas êstes dois 4 são alt.-int. formados pelas 
retas AD e BC, cortadas pela secante BD ; se êles, os 41 e 2, 
são iguais, elas, as retas AD e BC, são il. (8103, 1.º recíproca) 


A A 

Temos 3=4. Mas êstes dois 4 são alt.-int. formados pelas 
retas AB e CD, cortadas pela secante BD; se êles, os 43 e 4 
são iguais, elas, as retas AB e CD, são ll. 

E, se os lados opostos do quadrilátero ABCD são 1, êste 
quadrilátero é, por definição, um O. 

Obsërvacão: A demonstração desta recfproca nos ensina mais uma regra 
muito útil para demonstrar teoremas. 

Regra. Para provar que duas retas são ||, prova-se que os 4 alt.-int. 
ou alt.-ext. ou correspondentes formados por estas retas quando cortadas 
por uma transversal, são iguais; ou então prova-se que os Æ col.-int. ou 


col.-ext. são supls.. f 
SEGUNDA RECÍPROCA. Se os angulos opostos de um 
quadrilátero são iguais, êste quadrilátero é um paralelo- 


gramo. 


Completando a marcação ` 


sa 


path 
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H. a T. AB | CD 
B=D AD Il BC 
Consideremos o quadrilátero ABCD. (fig. 59) Por hipótese... 


Â= A A A A i À = é A A A A 
aà a fe’. AL-B=C+-D A -*. A+D=BA4AC 
TE F F EE e] + + 


Entretanto, Â+B+Ĉ+D=4 retos. (§111) Logo, .......... 


A+B=2 retos e A+D=2 retos. 

Os 4 A e B são supls. 'e são col.-int. formados pelas retas 
AD e BC, cortadas pela secante AB ; se êles, os 4 A e B são supls., 
elas, as retas AD e BC, são Il. (8103, 4.º reciproca) 

Os 4 A e D são supls. e são col.-int. formados pelas retas 
AB e CD cortadas pela secante AD; se êles, os 4 A e D são 
supls., elas, as retas AB e CD são |. 

E, se os lados opostos do quadrilátero ABCD são I, Este 
quadrilátero é, por definição, um O. 

Observació. Um O tem dois 4 agudos e Py 4 obtusos, 


Àa Ô, B= „å+ = 
Como caso a os4 &4 








sujeitos às relações ja conhecidas : 


A A 
2 retos, A+ D = 2 retos, ete.. 
podem ser retos. ; 
COROLÁRIO. Se dois lados opostos de um quadrilá- 
tero são iguais e paralelos, êste quadrilátero é um para- 
dus 


D | Consideremos o quadrilátero ABCD. 
H. {iR AB F Em ! (fig. 59) Temos AB | CD (hip.); logo, 
ı para provar que êste quadrilátero é um 
T. { AD | BC | O, é bastante provar que AD Il BC. 
Tracemos a diagonal BD e comparemos os A ABD e BCD. 
AB = CD (hip.) 
BD = BD 


A A 

4 = 3 (alt.-int. formados pelas || AB e CD, cortadas, etc..) 

A ABD = A BOD (2.º caso de igualdade de A) 
Completando a marcação dos elementos iguais, teremos 


1=2. Mas éstes dois 4 são alt.-int. em relação às retas AD e 





z 
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BC, cortadas pela secante BD. Se êles, os 4 le 2, são iguais, 


BC, são ll. E 
elas, sapo dos opostos do quadrilátero ABCD são |, êste 


i definição, um LJ. 

eo é ai um de seus e apoie 
i traçado por q 
é o segmento retilíneo L à base, 
Ea da es oposta e o m estas Espa o a 
m 

Considerando o O ABCD, se tomar | 

base, a altura pode partir de qualquer ponto do lado CD 


Exercícios em classe l 
são iguais quando têm dois lados consecutivos 


r e ad e o Z por êles formado também igual, isto é, 


iguais, cada um a cada um, E 

=A'B', AD=A'D', AA! (fig. 59) 

j = i um O ABCD (fig. 59) tomar e O tequs al 
i tra pelo ponto e prov 8. 

aeee paoe pa Te tomar como base o lado BC, traçar duas 
aA para bera ponto A e outra pelo ponto D e provar que são iguais. 
4 pwn um [] ABCD sendo AB=7cm, AD=5em e A=48 E 

5. Construir um [O ABCD sendo AB =7cm, A=64º, e sendo a altus 

ati i bem. 

ra relativa ao lado AB, igual a | 

113. As diagonais do paralelogramo. ia 

ABCD (fig. 60) tem sômente duas diagonais, AC e E 

TEOREMA. Em um para- 

| lelogramo as diagonais se divi- 

dem mutuamente em partes 





Iguais. AB | CD 
H. \ ADI BC 
f MA = MC 
Fig. 60 T, MB = MD 


Con e os ss diagonais AC e 

sideremos o O ABCD e tracem C 

BD, as quais se cortam no ponto M. Em seguida compare 
, 


os os A AMB e CMD. (897, exercícios em classe, regra) 
m K > l 
AB = CD como lados opostos de um O 

À = 2 (alt.-int. formados pelas | AB e CD, 


3 = 4 (alt.-int. formados pelas || AB e CD, cortadas, etc..) Rae 


cortadas, etc..) 
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A AMB = A CMD (1.º caso de igualdade de A) 

Dois A sendo iguais, a lados iguais se opõem 4 iguais e 
reciprocamente. Logo, MA = MC e MB=MD. 

RECÍPROCA. Se as diagonais de um quadrilátero se 


dividem mutuamente em partes iguais, êste quadrilátero 
é um paralelogramo. 


MA = MC m 7 ADI BC 
DE MD T. { AB | CD 


Consideremos o quadrilátero ABCD (fig. 60) e tracemos 
as diagonais AC e BD, as quais se cortam no ponto M. Em 
seguida, comparemos os A AMB e CMD. (8112, regra) 


MA = MC (hip.) ! Completando a marcação tere- 


MB = MD (hip. mos 1=2, 3=4 e AB=CD. Mas 
OA OA os 4 1e 2 são alt.-int. formados 
>5=6 (o. p.v.) pelas retas AB e CD, cortadas pela 
A AMB = A CMD (2.º caso) ! transversal AC. Se êles, os 4 1 

e 2, são iguais, elas, as retas AB 
e CD são Il. ($103. 1.º recíproca) Provámos também que AB=CD. 
Ora, sendo AB=CD e AB Il CD, o quadrilátero ABCD é um O. 
(8112, corolário) 

Chama-se centro de um paralelogramo o ponto de intersec- - 
ção de suas diagonais. O ponto M (fig. 60) é o centro do O ABCD. 
A denominação de centro do O, dada ao ponto M, provém do 
seguinte fato: traçando-se pelo ponto M, um segmento qualquer 
PQ, limitado pelos lados do mesmo 0, o ponto M divide êste seg- 
mento em dois segmentos iguais. 

Deixamos aos estudantes, como exercício, o prazer de pro- 
varem que MP = MQ. 

Observação. Ficou demonstrado que os lados e os 4 opos- 
tos de um O são iguais; que as diagonais se dividem mútua- 
mente em partes iguais; que qualquer segmento retilíneo PQ, 
que passe pelo centro M do Æ, fica dividido em duas partes 
iguais: MP=MQ. Ora, estas propriedades todas do O podem 
ser verificadas concretamente, procedendo-se do seguinte mo- 
do. Sôbre o O ABCD (fig. 60) coloca-se uma folha de papel 
transparente que se imobiliza com um alfinete cravado no 





“e 
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ponto M. Decalca-se (copia-se) toda a figura. Em seguida 
faz-se a copia girar em tôrno do ponto M, que fica imóvel, 
até que o ponto C coincida com o ponto A. E então o estu- 


dante verá que: 


L AB = CD e AD = BC . 
mn ÀÁ=G6eB=D 

HI MA = MC e MB = MD 

IV. MP = MQ 


ão. Esta verificação é necessária, tem de ser feita, se o estu- 
da pn o AAE p seguinte. Convém observar que, wen 
o movimento de rotação do segmento MO, se o ponto M preco Eri 
vel, se. o segmento MC é invariável, então o ponto Cc aini com o gi 
A, depois de descrever a metade de uma circunferência, isto é, Lai le 
180º. Dar-se-á o mesmo com os pontos À, B e D. Dizemos, em metria 
que a figura executou uma rotação de 180º. 


Exercícios em classe 


1. Construir um [] ABCD (fig. 60) sendo AC=8cm e BD = Gem 


antas soluções? Por que? ; a 
ia 2. Exercício análogo ao anterior, sendo AMB =50°, 


3. Construir um [7] ABCD (fig. 60) sendo AB=7cem, BC=5em e AC 


To nie um O ABCD (fig. 60) sendo AB=8em, AC=lIlem, e 


com sem de altura. 

114. Simetria em relação a um ponto. No O ABCD 
(fig. 60) vimos que o ponto Méo centro dos segmentos = 
BD e PQ, e de qualquer segmento retilíneo passando por a 
e tendo suas extremidades situadas nos dois lados opostos do 
mesmo £. Os pontos A e C são chamados simétricos em relação 
ao ponto M, assim como os pontos BeD, Pe Q, ete.. a 

Dois pontos P e P’ são simétricos em relação a um ponto da e 
M, quando o ponto M é o meio ou o centro do segmento PP”. 
ponto M recebe o nome de centro de simetria. No o, o ponto 
de intersecção das diagonais é um centro de simetria porque, 
em relação a êste ponto, qualquer ponto situado no perímetro 
do O tem sempre um ponto simétrico, no mesmo perímetro. 
O centro de uma O é também um centro de simetria porque, 
em relação a êste centro, qualquer ponto situado na O E 
sempre um ponto simétrico na mesma O: traçando-se um dià- 








metro CD em uma O qualquer, as suas extremidades, isto é, 
| os pontos C e D, são dois pontos simétricos em relação ao 
| ponto O porque êste ponto é o centro do segmento CD. 

À Consideremos os A ABC e A'B'C' (fig. 61) e suponhamos 

que os pontos A e A” são simétricos em relação ao ponto M, 

assim como os pontos Be B'e os pontos Ce ©’. Portanto, 


“AA! é um segmento retilíneo : A 
MA = MA’. 






jJ BB’ é um segmento retilíneo : E A go 
A MB = MB”. is + ia 
CC" é um segmento retilíneo ; 
MC = MČ. Fig 61 


Seja P um ponto qualquer situado no lado AC do A ABC. 
Vamos demonstrar que existe no lado A'C' do A A'B'C”, um 
ponto P’ que é o simétrico do ponto P, em relação ao ponto M. 
Tracemos os segmentos retilíneos AC” e CA’. No quadrilátero 
ACA'C” as diagonais AA’ e CC” se dividem mútuamente em par- 
tes iguais. (hip.) Logo, êste quadrilátero é um £]. (8112, recíproca) 
Ora, se traçarmos o segmento PMP, teremos MP=MP”. ($113) 
Portanto, os pontos P e P’ são simétricos em relação ao ponto 
M, isto é, sendo P um ponto qualquer situado no A ABC, existe 
sempre no A A'B'C' um ponto P’ simétrico do ponto P, em 
relação ao ponto M, e os A ABC e A'B'C são simétricos em 
relação ao ponto M. E 


Rogeria. suna como lados opostos do [7 ACA'C'; AB=A'B' 
- como tados opostos do [7 ABA'B'; BC=B'C' como lad postos d 
BCB'C". Donde A ABC = A A'B'C”. (3º caso) “O! “Postos do £] 

















Duas figuras geométricas são simétricas em relação a 
um ponto dado M (fig. 61) quando, em relação a êste ponto 
M, um ponto qualquer P, situado na primeira figura, tem 
um ponto simétrico P’, situado na segunda. 

Do exposto se conclue que, para construir a figura simétri- 
ca de AC, em relação a um ponto dado M, é bastante construir 
os pontos simétricos de A e C; logo, a figura simétrica de um 
segmento retilineo AC, em relação a um ponto dado M, é tam- 
bém um segmento retilineo A'C'. Para construir a figura si- 





RS ps A S 


e si ds A 


e 


E den 
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métrica de um A qualquer ABC, em relação a um ponto dado 
M, é bastante construir os pontos simétricos de A, Be C; logo 
a figura simétrica de um A é outro A; de um Z é outro Z; 


de um O é outro O), ete.. 


15. Igualdade e simetria. Os À ABC e A'B'C' (fig. 61) 
serão iguais ? Duas figuras geométricas são iguais quando é possível, 
colocando uma sôbre a outra, fazer com que todos os pontos de uma 
coincidam com todos os pontos da outra e reciprocamente. (S 163) 


Sendo os dois A ABC e A'B'C" (fig. 61) simétricos em relação 
ao ponto M do plano em que êles estão situados, a sua coincidência 
se faz de um modo muito simples. Imprime-se ao A A'B'C' um 
movimento de rotação em tôrno do ponto M, centro de simetria 
dos dois A; quando e segmento MA” coincidir com o segmento 
MA, o que é possível, porque MA’ = MA, a figura MA'B'C' 
terá realizado uma rotação de 180º (S 113, observação) e coin- 
cidirá com a figura MABC. (Por hip., temos também MB’ = MB 
e MC = MC. E assim o À A'B'C' coincide com o A ABC; 
logo, êstes dois A são iguais. ` ) 

A igualdade de duas figuras planas e simétricas em relação 
a um ponto M situado no mesmo plano em que elas se acham, 
é sempre direta porque, como acabámos de ver, é sempre possível 
fazer com que elas concidam, sem que nenhuma delas abandone 
o plano comum. Esta igualdade é ainda direta porque as duas 


figuras iguais são do mesmo sentido. (§ 163) 


116. Simetria em relação a uma reta. Dois pontos 


são simétricos em relação a uma reta dada, quando esta é à 
mediatriz do segmento retiliíneo que liga os dois pontos dados. Os 
pontos A e A” são simétricos em relação à reta MN (fig. 62) 
porque esta reta é a mediatriz do segmento AA”. A reta MN 
recebe o nome de eixo de simetria. Dado um ponto qualquer 
A, situado fora de uma reta MN, se quisermos construir O 
ponto A” simétrico de A em relação à MN, é bastante tra- 
çar AP L MN, prolongar AP e tomar um segmento PA'=AP. 
O ponto A’ será o ponto simétrico de A em relação à MN. 





corar 
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Consideremos os A ABC 
r 1 s É 9 
A'B'C (fig. 62) e suponhamos que 
os pontos A e A’ são simétricos em 
relação à reta MN, assim como os 


pontos Be B’ e os pontos Ce Œ 
Portanto, l 


H. | BB’ L MN; RB = RB' 
CC" 1 MN; QC = QU 


Seja D um ponto qualquer si- 
tuado no lado AB do A ABC. Va- 
a que existe no lado Fig. 62 

IDIN è A 
TA a A'B'C’, um ponto D’ simétrico do ponto D em relação 
É M: Tracemos o segmento retilíneo DS L MN e prolon- 

E Ee êste segmento até encontrar A'B' no ponto D’. A reta MN 
H e o plano onde estão situados os dois A, em dois semiplanos. 

çamos o semiplano direito girar em torno de MN, até coincidir 
a o esquerdo. , Os 4 MPA’, MQCC e MRB' sendo retos (hip.) 
- segmentos PA’, QC’ e RB’ coincidem, respectivamente émdi- 
E com os segmentos PA, QC e RB; mas, sendo PA'=PA 
QC'=QC e RB'=RB (hip) os pontos A”, B' e O coincidem 
o ano A, B e C. Logo, o A A'B'C' coincide com o A 
E k lee coincide com o lado AB. Donde resulta 
E eve coincidir com um ponto qualquer do 

A A i 

i te an = MSD’ (construção); logo, o segmento SD” coinci- 
na ireção com o segmento SD e o ponto D’ deve coincidir 
EA ponto qualquer de SD ou do seu prolongamento. Nestas 
Ea a es, se o ponto D’ deve coincidir com um ponto qualquer 
A e um ponto qualquer de SD, então coincide com o ponto D 
ne e-se que SD=SD ; e sendo MN L DD”, os pontos D i 

são simétricos em relação à reta MN , à 

Observação. Fi ; 
E E ENS o a MA AROS AD, 
E Duas figuras geométricas são simétricas em relação a 
o reta dada MN (fig. 62) quando, em relação a esta reta 

s um pon to qualquer D, situado na primeira figura tem 
um ponto simétrico D’, situado na segunda. 
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Portanto, para construir a figura simétrica de m me 
ento AB, em relação a uma reta dada MN, é bastan e aA 
sr os pontos simétricos de A e B ; logo, a e P 
de um segmento retilíneo pa em E E ires TEA l, 
ilí ar 
ém um segmento retilineo 5 a 
en de um A qualquer ABC, em relação a o poi 
MN é bastante construir os no das i ER + p biia 
3 i i i outro A; 
a figura simétrica de um A tr 
prit A quadrilátero é outro quadrilátero, Te AR 
i | direito girar em f 
Assim, fazendo o semiplano a a i 
idi i guras planas, 
l r com o semiplano esquerdo, duas ; » 
o pp em relação a êste eixo, coincidirão e ago por 
Eno á uais. Entretanto, a igualdade entre estas duas Co 
o o Com efeito, elas são de sentidos opostos ($ pé Pa 
oponse fazê-las coincidir sem o rebatimento de um semípia 
sobre o outro. l 
117. O retângulo. Em um O ABCD (fig. 60) dois 4 
tos são iguais e dois 4 consecutivos, isto é, a ça k 
y aiis lado, como, por exemplo, os 4 Ae B, são e 
rexel os quatro 4 são agudos e obtusos ; A e C sendo gudos, 
Be D são obtusos. a 
TEOREMA. Se um ângulo de um paralelogramo 
reto, os outros três angulos também são retos. 


AB |. CD 
q H: | AD | BC 
A = 1 reto 
T. | Os 4 B, Ce D são retos. 
A figura ABCD (fig. 63) é um O. 


i = Mas o ZA é 

(hip.) Logo A=C. E 
eto, donde o Z C também é reto. Os 4h eD ri a 
; jue são col.-int. formados pelas |l AB e CD, corta e pv 
apar AD. Mas o Z A é reto; então o Z D, sen lo u 


plemento do Z À, também é reto. Finalmente, sendo D=B, 





- e o Z D sendo reto, o Z B também é reto. 


O O cujos quatro 4 são retos é chamado retângulo. 





mi: cão q 





“pelas || AD e BC, cortadas pela transversal AB - 
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Retângulo é um 
são retos. 

Se o retângulo é um O possue, então, todas as suas proprie- 
dades ; seus lados opostos são iguais, seus £ opostos são iguais, 
dois 4 consecutivos são supis., suas diagonais se dividem mù- 
tuamente em partes iguais. 

Mas o retângulo tem uma propriedade que o £] não tem. 
TEOREMA. Ás diagonais de um retân 
H. { ABCD é um retângulo. 


paralelogramo cujos quatro ângulos 


gulo são iguais. 


T. 4 AC = BD 
Comparemos os A ABC e ABD. (fig. 63) 
AB = AB 
BC = AD (lados opostos de um £) 
Å = É (ABCD é um retângulo, portanto Â =f) 
A ABC = A ABD (2.º caso de igualdade de A) 
AC = BD . 
RECÍPROCA. Se as diagonais de um paralelogramo 
são iguais, êste paralelogramo é um retangulo. 
me OnB Ear 
AC = BD. retângulo. 
Comparemos os A ABC e ABD. (fig. 63) 
AB = AB 
BC = AD (lados opostos de um O) 
AC = BD (hip.) 
A ABC = A ABD (3.º caso de igualdade de A) 


A=B 


Mas êstes dois 4 são supls. porque são col.-int., formados 
; sendo iguais 
e supls., são retos. Logo, a figura ABCD é um re 


tângulo. 
Base de um retângulo é qualquer um de seus lados. Al- 
tura d 


e um retângulo é o segmento à base, traçado por qual- 
quer ponto da base oposta. Em um retângulo ABCD, tomando 
como base o lado AB (fig. 63) a altura será AD ou BC, porque 
êstes segmentos são s AB. Tomando como base AD, a altura 
será AB ou CD, pela mesma razão. 





Erros rum 
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Chamam-se dimensões de um retângulo, os comprimentos de 
dois lados consecutivos. Medindo os lados AB e AD do retângulo 
ABCD (fig. 63) obteremos as dimensões do mesmo retângulo. 

O ponto de interseção das diagonais de um retângulo, isto 
é, o ponto M (fig. 63) é um centro de simetría. 


Exercícios em classe 


1. Provar que dois retângulos são iguais quando têm dois lados son- 


secutivos iguais, cada um a cada um. 
2. Dados um retângulo ABCD e um ponto qualquer M situado fora 


do retângulo, construir O retângulo simétrico em relação ao ponto M 

3. Dados um retângulo ABCD e uma reta qualquer MN que não e 
atravessa, construir o retângulo simétrico em relação à reta MN. 

4. Construir um retângulo sendo AB=7cm e AD =5cm. 

5. Construir um retângulo tendo para diagonal AC='7cm. Quantas so- 


luções? Por que? Conclusão? 
6. Construir um retângulo tendo para diagonal AC=7cm e sendo o 


£ das diagonais igual a 64º. 
7. Construir um retângulo ABCD (fig. 63) sendo AB=5em e AC= Tem. 
118. O losango. Os lados opostos de um £ são | dois 
a dois e iguais dois a dois. A's vêzes; os quatro lados de um O 
são iguais. (fig. 64). Damos a êste C7 o nome de losango. 
c Losango é um paralelogramo 
4 cujos quatro lados são iguais. 


então, todas as suas propriedades ; 
seus lados e 4 opostos, são iguais, 
dois 4 consecutivos são supls., suas 
diagonais se dividem mútuamente em 
Fig. 64 partes iguais. Mas o losango tem 
propriedades que o O não tem. 


TEOREMA. As diagonais de um losango são perpen- 
diculares entre si e são bissetrizes dos ângulos do losango. 





GE ; AC L BD 

é um D. a E y 

H. AD = DC. Pp eE 
5=6, 7=8 


Comparemos os A AMD e CMD. 
AM = MC (8116) 
DM = DM 


Se o losango é um DJ, possue, 
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AD DC (hip.) 
ý E AMD A CMD (3.º caso de igualdade de A) 
k ois A sendo iguais, a lados iguais se opõem 4 iguais. 
: Quo pa = o Ora, ai a diagonal DB encontra a dia- 
ando com esta dois 4 adj iguai 
den A0 MEO TODO adjacentes iguais, DB é 
os A AMD e CMD são iguais, então 1=2 
conclue que BD é A bissetriz do Z D. De modo Pri E 
provará que 3=4, 5=6 e 7=8. 
PRIMEIRA RECÍPROCA. Se as dia i 
M ; diagonais de um paralelo- 
di ” ab ii entre si, êste paralelogramo é um 
H. T ABCD é um O. 
i À AC | BD T. | AB = BC 
omparçmos os A AMB e CMB (fig. 64). 
AM = CM (8116) 
BM = BM 
A p = CMB (hip.) 
= A CMB (2. caso de igualdade de A) 
Portanto, AB=BC, e o O ABCD é um losango. 
a SEGUNDA RECÍPROCA. Se uma diagonal de um para- 
ogramo é bissetriz de dois ângulos opostos do para- 
elogramo, éste paralelogramo é um losango. ý 


i il 


f ABCD é um A. 
(=3, Et T. | AB = AD 
Se o quadrilátero ABCD (fig. 64) é um O, então B=D 


. BD Ba D 

(8115 Paes — = — e — = — T ï 3 A 

(i 3 3m7 Mas z 76e pmi (hip.) .*. 1=6. Sendo 
1=6 segue-se que, no A ABD, AB=AD. ($97, recíproca) 


A base e a altura de A 
e a altura de um O. um losango se definem como a base 


Exercícios em classe 
l. Provar que dois losa ão iguai 
e A a ngos são iguais quando têm um lado igual e 


2. Provar que o ponto : z z : 
Eum entro de kA g nto de intersecção das diagonais de um losango 
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diagonal de um losango é um eixo de simetria. 
Dados kai ie ABCD e um ponto qualquer situado fora do 
osango, construir o losango simétrico em relação ao ponto M. 
so Dados um losango ABCD e uma reta guaia sof ONE fora 
, Construir o losango simétrico em relação à re EA ; 
ii cat lan um losango ABCD (fig. 64) sendo AB=6cm e di 
7. Construir um losango ABCD (fig. 64) sendo AC =8cm e pr 
8. Construir um losango ABCD (fig. 64) sendo AC=8em e AD=7em. 
9. Dado um losango ABCD (fig. 64) tomar como base o lado BC id 
gar duas alturas, uma pelo ponto B e outra pelo ponto C; provar que as duas 


alturas são iguais. | 

119. O quadrado. Consideremos o £ ABCD (fig. 65) e 
suponhamos que os quatro lados são iguais e os. quatro Ap 
retos. Portanto êste O] é, ao mesmo tempo, um retângulo e 
um losango, e tem o nome particular de quadrado. 


ã j losango, reserva-se 
Observação. Embora o quadrado seja, de fato, um losango, 
o nome de leoanai ao quadrilatero que tem os quatro lados iguais, sem ter os 


quatro ângulos iguais. * : 
O quadrado reúne todas as propriedades do retângulo e 


do losango, a saber : 
I. Os quatro 4 são retos. 
II. Os quatro lados são iguais. 
III. As diagonais são iguais. 
IV. As diagonais são entre si. 
V. As diagonais são bissetrizes dos 4 do quadrado. 
Quadrado é o quadrilátero cujos 
quatro lados são iguais e cujos quatro 
ângulos são retos. 
A base de um quadrado é qualquer um 
de seus lados, por pa o (fig. E 
tão a altura será um dos lados consecuti- 
Ei isto é, AD ou BC. ($112) Sendo ABCD 
um quadrado, a base é igual à altura, isto é, as dimensões de 


uadrado são iguais. 
2 0 quadrado é a unidade de área universalmente adotada. 


Como unidade de área toma-se um quadrado cujo lado seja a 





unidade de comprimento. Assim, o metro quadrado é o quadrado 


cujo lado tem um metro de comprimento. 
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E’ fácil demonstrar de um modo concreto que, se o lado 
do quadrado ABCD mede, por exemplo, 15cm, êste quadrado 
contém 15X15 ou 152 centímetros quadrados. Portanto, para 
calcular a área de um quadrado, é bastante medir o compri- 
mento de um de seus lados e multiplicar o número obtido por 
si mesmo, isto é, calcular a segunda potência do número obtido. 
Eis por que as expressões 72, 152, a2, são chamadas, em Mate- 
mática, quadrado de 7, quadrado de 15, quadrado de a, etc.. 


Exercícios em classe 


1. Provar que dois quadrados são iguais, quando têm um lado igual. 
2. Provar que o ponto de intersecção das diagonais de um quadrado 
é um centro de simetria; provar que a diagonal é um eixo de simetria. 


3. Dão-se um quadrado ABCD e um ponto qualquer M situado fora - 


do quadrado; construir o quadrado simétrico em relação ao ponto M. 

4. Dão-se um quadrado ABCD e uma reta qualquer MN situada fora 
do quadrado; construir o quadrado simétrico em relação à reta MN. 

5. Construir um quadrado cujo lado meça 6cm. 

6. Construir um quadrado cuja diagonal meça 8cm. 

7. Dado um quadrado ABCD (fig. <5) traçam-se as diagonais; provar 
que os quatro À são retângulos, são isósceles e são iguais. 

120. O trapézio. Já foi definido. (*) 

A base de um trapézio não é qualquer um de seus lados, 
como acontece com o [7], o retângulo, o losango e o quadrado ; 
a base de um trapézio é um de seus lados |. Um trapézio qual- 
quer ABCD (fig. 66) tem duas bases porque tem sômente dois 
lados ll; estas duas bases não podem ser iguais porque, sendo 
ll, se fossem iguais, a figura ABCD seria 
um LI. ($112, corolário) Para distinguir as ` l C 
bases de um trapézio é bastante dizer À 
base maior e base menor. No trapézio 
ABCD, AB é a base maior e CD éa 
base menor. 

Altura de um trapézio é o segmento 
retilíneo .L às duas bases e por elas limi- 
tado. No trapézio ABCD o segmento DR 
ou CS, 1 às bases, é à altura do trapézio. No trapézio retângulo 
um lado sendo .L às bases pode representar a altura do trapézio. 


(*) E.M.P.V. $38, 


Fig. 66 





sy J 


SR RNES A DAE = ado» 
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Mediana de um trapézio é o segmento retilíneo que liga os 
meios dos lados não ll. No trapézio ABCD, se MA=MD e 
NB=NC, então MN é a mediana do trapézio. Dá-se também 
à mediana de um trapézio o nome de base média. Adiante ve- 
remos por que. 

TEOREMA. Em um trapézio isósceles, os ângulos adja- 
centes a cada uma das bases são iguais. 

g. £ ABCD é um trapézio. 

“Y ABI CD; AD = BC 

T. 4 A=B;C=D 

Pelo vértice D tracemos DM || BC. 
Sendo AB || CD (hip) e DM || BC 
A M B (construção) o quadrilátero MBCD é um 

“Fig. 67 O .'. DM = BC. Porém, AD = BC 

(hip.). Logo, DM = AD. Nestas con- 


A 
dições, o A DAM é isósceles .'. 1 = 2. Ora ; 
A A 
2 = 3 (correspondentes formados pelas || MD e BC, cortadas ete.. 


2 = 1 (como foi demonstrado). 


Logo, essxas ais i=3 ou À= B. 7 R 
Deixamos aos estudantes o prazer de provarem que C = D. 


| c 





121. As mediatrizes de um triângulo. (*) Se traçarmos 
um A e as suas mediatrizes, com todo o rigor possível, verifi- 
caremos que elas se encontram, concorrem em um mesmo ponto. 
Somos então levados a afirmar que as três mediatrizes de um A 
concorrem em um mesmo ponto. Entretanto, a demonstração 
desta propriedade das mediatrizes, feita pelo desenho, não satisfaz 
à razão; o encontro das três mediatrizes pode ser atribuído a 
uma forma particular do A; a nossa acuidade visual não per- 
mite também afirmar que as três mediatrizes se encontrem, real- 
mente, em um mesmo ponto. Daí a necessidade de demonstrar 
esta propriedade das mediatrizes, de uma maneira independente 
da forma do A, e sem recorrer ao desenho. l 


(*) Assim designaremos, abreviadamente, as mediatrizes dos lados 
de um À. 








TEOREMA. As mediatrizes de um triã 
em um mesmo ponto. (fig. 68) dn 

Seja o A ABC. Tracemos as mediatrizes MM’ e NN’ 
Estas duas mediatrizes se encontram sempre. Com efeito, os A 
BDP e BEP são retos por construção : ligando o ponto D ao 
ao ponto E, a soma dos 4 PDE e PED será inferior a dois retos 
Ora, quando duas retas MM’ e NN” são 
cortadas por uma transversal DE, es- 
tas duas retas se encontram sempre, 
do lado em que a soma dos dois 4 
col.-int. é inferior a dois retos. (axioma 
n.º 11 de Euclides) Portanto, as media- 
trizes MM’ e NN’ se encontram sem- 
pre em um ponto P. 

Ora, o ponto P está situado na 
mediatriz do segmento AB; portanto 
PA=PB. ($90) O ponto P está si- 
tuado na mediatriz do segmento BC; 
portanto, PC= PB. l - 

Sendo -PA=PB e PC=PB, então i 
reg Ora, se o ponto P dista igual- ` Fig. 68 
mente dos pontos A e C, conclue-se que o ponto ; z 
diatriz do segmento AC (§90), isto ga aca Ea mt s 
AC também passa pelo ponto P. aa 

122. As alturas de um triângulo. TEOREMA. As al 
turas de um triângulo concorrem em um mesmo eno. 


e”. Sejao A ABC. Pelos três vér- 
„7 tices tracemos || aos lados opostos. 

Formaremos assim o A MNP. 
Vamos provar que o ponto A é o 
meio do lado MN. Com efeito, ` 
sendo MN || BC, MP || AC e NP 
| AB (construção) os quadriláteros 
AMBC e ANCB são (9. (8112) 
Portanto, AM=BC e AN=BC 
«*. AM=AN, Sendo AM=AN, 
š então o vértice A é o meio do 
Fig. 69 lado MN. De modo análogo pro- 
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varemos que os vértices B e C são, respectivamente, 08 meios 
dos lados MP e NP do A MNP. 

Isto pôsto, tracemos a mediatriz AA” do segmento MN. 
Sendo MN Il BC (construção) e sendo AA’ L a MN ($90). 
segue-se que AA’ éL a BC. (8102, 3.º corolário do postulado de 
Euclides) Então o segmento AD da mediatriz AA” é altura do A 
ABC em relação ao lado BC. De modo análogo provaremos 
que o segmento BE da mediatriz BB' é altura do A ABC em 
relação ao lado AC, e que o segmento CF da mediatriz CC” é 
altura do A ABC em relação ao lado AB. 

Mas já ficou demonstrado quê as mediatrizes de um A 
concorrem em um mesmo ponto. (8 121) Logo, as alturas do 
A ABC, que são as mediatrizes do A MNP, também concor- 
rem em um mesmo ponto. 

123. As bissetrizes de um triângulo. TEOREMA. Ás 
bissetrizes de um triangulo concorrem em um mesmo 
ponto. 

Seja o A ABC. (fig. 70) Tracemos as bissetrizes BE e CF 
dos 4 B e C. Estas duas bissetrizes se encontram sempre. Com 


efeito, B+C < 2 retos. (4109) Com mais razão a+b < 2 retos. 

i Ora, quando duas retas BE e 
CF são cortadas por uma transver- 
gal BC, estas duas retas se encon- 
tram sempre do lado em que à soma 
dos dois 4 col-int. é inferior a 
dois retos. (axioma n.º 11 de Euclides) 
Portanto, as bissetrizes BE e CF se 
encontram sempre em um ponto P. 

Ora, se o ponto P está situado 
na bissetriz do Z B, o ponto P 
dista igualmente dos lados dêste <, 
isto é, PD= PD”. (§99) Se o ponto 





ponto P dista igualmente dos lados 
dêste Z, isto é, PD'=PD”. 


Fig. 70 

Observação. Convém lembrar que 885 distâncias do ponto P aos três 

lados do A ABC são os segmentos PD, PD’ e PD”, respectivamente, .!s 808 
“três lados do mesmo A. (889, 1.º teorema, observação) 


P está situado na bissetriz do Z C, o. 
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Ora, sendo PD=PD” e PD'=PD”, então, PD=PD”, isto 
é, o ponto P dista igualmente dos lados do Z À. Nestas condi- 
ções, o ponto P está situado na bissetriz do Z A, isto é, a bis- 
setriz do Z A, passa também pelo ponto P. (8102, ihoda) 

TEOREMA. As bissetrizes de dois ângulos externos 
de um triângulo, e a bissetriz do ângulo interno não 
adjacente, concorrem em um mesmo ponto. 

Seja o A ABC (fig. 70), prolonguemos os lados AB e AC 
e tracemos as bissetrizes dos 4 externos MBC e NCB. Cada 
um dêstes 4 sendo inferior a dois retos, cada uma das suas 
metades, isto é o Z c ouo Z dé inferior a um reto. Portan- 
to, c+d <2 retos. Então, as bissetrizes BR e CS se en- 
ioe o em um ponto P”. 

stando o ponto P’ na bissetriz do Z M ista igual- 
mente dos lados dêste Z, isto é, PH=P'H” a o 


= P’ na bissetriz do Z NCB, dista igualmente dos lados deste 


£, isto é, PH'=PH"”, De PH=P'H” e PH'=PH” dedu- 
zimos P'H=P'N”, isto é, o ponto P’ dista igualmente de BM 
e CN ou AM e AN: Então o ponto P’ está na bissetriz do Z 
A, isto é, a bissetriz do Z A, passa também pelo ponto P’ 
Observação. As três bissetrizes de um A concorrem em um mesmo 


ponto P. (fig. 70) Vimos que o ponto P é eguidistante dos três lados do A 


ABC, isto é, os segmentos PD, PD” è PD”, i res i 
; 7 PD, PL PD”, pectivamente sgos lados AB 
AE e E do A ABC, são iguais. As bissetrizes de dois 4 externos, e A bis- 
us o L interno não adjacente também concorrem em um mesmo ponto P’; 
ps Sea 6 eqūidisiante do lado BC e dos prolongamentos BM s CN, dos lados 
dd E isto é, os segmentos PH, P'E’ e PH”, respectivamente k ana lados 
, CN e BC, são iguais, Veremos mais tarde, a utilidade destas observações. 
a gd O ao a re que liga os meios de dois 
los de um triângulo. Este segmento tem duas proprieda- 
des importantes. - oii 
TEOREMA. O segmento retilf i i 
a ¿lineo que liga os mei 
de dois lados de um triângulo 5 4 = 
é paralelo ao terceiro lado e 
igual à sua metade, 


H. f MA = MC 


AC 





NB = NC 
MN i AB 
R MN = Fa Ta 
se Fig. 71 





o oie o DN ESA MN CA ARNEE ESS DANS 
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Pelo ponto B tracemos BR IAC e prolonguemos MN até en- 
contrar BR no ponto R Em seguida, comparemos os A MNC 
e BRN. 

NB = NC (hip) 
A A 
l = 2 (o. p. v) 
3 == À (alt.int. formados pelas || AC e BR, etc.) 
A MNC = A BRN (1° caso de igusldade dos 4) 
MC = BR 
Mas MC = MA (hip) MA = BR 
Ora, no quadrilátero ABRM, MA=BR e MA Il BR; logo, 
êste quadrilátero é um £ (8112, corolário) .". MR ou MN I AB. 
Demonstrada a primeira parte da tese, passemos à segunda, 


No O ABRM, MR=AB (§112, teorema) Mas MN=NR 
. MR=2MN ou AB=2MN .-. £B =MN du MN= AE. 


RECÍPROCA. Se, pelo meio de um dos lados de um 
triângulo, traçarmos uma peralela ao segundo lado, esta 


paralela dividirá o terceiro lado em duas partes iguais, e . 


será igual à metade do segundos lado. 


E eta 


MN | AB 
NC = NB 


k Pelo ponto N tracemos NR II AC. 

N p Sendo MN |l AR (bip) e NR I AC 
i (construção), à figura MNRA é um D. 
Então MA=RN. Mas MA=MC 
(bip). *. MC=RN. Comparemos os A MON e RNB. 





rig. 72 


MC = RN (como foi demonstrado) 
1 = 2 (lados || e dirigidos no mesmo sentido) 
3=4 (correspondentes formados pelas || CM e NR, ete..) 
A MCN = A RNB q. caso de igualdade dos À) .'. 


NC = NB 
Demonstrada a primeira parte da tese, passemos à segunda. 


cepa: 
E RED 








| 
| 
| 
| 





A Reta 205 


No O MNRA, MN=AR. ($112, teorema) Devido à igual- 
dade dos A MCN e RNB, temos MN=RB. Logo, 


MN = AR) . AB 
MN = Rp] | 2MN=AB |>. MN=5— 


125. As medianas de um triângulo. TEOREMA. As me- 


. . eA 
dianas de um triângulo concorrem em um mesmo ponto, e 


êste ponto divide cada mediana 
em dois segmentos tais que o 
menor é a metade do maior. 

Seja o A ABC e tracemos 
duas medianas quaisquer AD e 
BE. Estas duas medianas se en- 
contram sempre em um ponto O. 
(axioma n.º 11 de Euclides) E desde 
que AD e BE são medianas, en- 
tão EA=EC e DB=DC. 

Isto pôsto, seja M o meio de AO, e No meio de BO. Trace- 
mos os segmentos ED e MN. 


No A ABC, sendo EA=EC e DB=DC...... 





Fig. 73 


AB 
ED À AB e ED = a (8 124) 
No A AOB, sendo MA=MO e NB=NO...... 
MN | AB e MN = AB ($ 124) 


Sendo ED | AB e MN Il AB, teremos ED | MN. ($102 
1.º corolário do postulado de Euclides) 
AB 
Sendo ED = z MN = A teremos ED = MN. 
(Duas quantidades iguais a uma terceira são iguais entre si.) 


Logo, o quadrilátero MNDE, no qual os lados opostos ED 





e MN são iguais e Il, é um DJ. (8112, corolário) E lembrando que 


as diagonais de um £ se dividem em partes iguais, (§ 114)... 


MO = OD e NO = OE 
Mas, MO = MA e NO = NB (construção) 
Logo, MA = MO = OD e NB = NO = OE. 
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Fica assim demonstrado que as medianas AD e BE se en- 
contram em um ponto O, ficando divididas por êste ponto em 
dois segmentos tais que o menor é a metade do maior, isto é, 


pn e toma 


Ora, é evidente que, se repetirmos a demonstração com 


as medianas que partem dos vértices À e C, chegaremos às mes- 
mas conclusões; a terceira mediana, a que parte do vértice C, 
passará também pelo ponto O; porque, se não passasse por êste 
ponto, se passasse por um outro ponto O” da mediana AD, te- 
ríamos dois segmentos diferentes, OD e O'D, cada um dêles 
igual à têrça parte de AD, o que é absurdo. 

126. A mediana de um trapézio. Mediana de um tra- 
l pézio é o segmento retilíneo que. liga os meios dos lados não |, 

TEOREMA. O segmento retilineo que liga os meios dos 
lados não paralelos de um trapézio, é paralelo às bases. 


AB | CD 

H. 4 MA = MD 
NB = NC 

T. [MN | AB 





Fig. 74 


Observação. Bastará provar que MNHAB. Com efeito, sendo CDJ AB 


e se provarmos que MNIIAB, teremos MNIICD, pelo primeiro corolário do 


postulado de Euclides. 

Consideremos o trapézio ABCD (fig. 74) e pelo ponto N, 
centro de BC, tracemos RS || AD. Em seguida, prolonguemos 
DC até encontrar RS no ponto S. O quadrilátero ARSD, seus lados 
opostos sendo |, (bip. e construção) é um L, donde AD=RS. 

Comparemos os A NRB e NCS. 


NC = NB (hip). 


1 = 2 (o. p. v.) 
3 = å (alt.-int. formados pelas | AB e DC, ete..) 
A NRB = A NCS (1.º caso de igualdade dos A) 
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NS = NR = z | 
AD RS 


Já vimos que AD = RS .', 5 = — 


MA = NR e MD = NS 
Conclue-se então que o quadrilátero MNRA, no qual MA e 
NR são iguais e |l, éum O; logo, MN | AR ou MN I AB. 
RECÍPROCA. Traçando-se, pelo meio de um dos la- 
dos não paralelos de um trapézio, uma paralela a uma 


das bases, esta paralela divide o outro lado não paralelo 
em duas partes iguais. 


AB | CD 
H. | MN | AB 
MA = MD 

Em primeiro lugar obser- 
vemos que, sendo MN Il AB 
e CD Il AB, resulta MN I CD. 
(§ 102) 

No A ABD, sendo..... a » meenemen 
MA=MD e ME | AB (hip) | Fig. 75 > 
segue-se que EB=ED. (§124, recíproca) No A BCD, sendo 
EB=ED e EN |l CD, então NB = NC. 


PRIMEIRO COROLÁRIO. A mediana de um trapézio é 
igual à metade da soma das bases do mesmo trapézio. 


T. | NB = NC 





No A ABD (fig. 75)... ME = = (8124, teorema) 


No A BCD (fig. 75)... NE = > ($124, teorema) 
Somando as duas igualdades... 


ME + NE = 2B | CD. py = AB+CD 
2- 2 2 
Portanto, a mediana de um trapézio é a média aritmética das 


bases do trapézio. Eis por que esta linha tem, em Geometria, o 
nome de base média do trapézio. ($ 122) 





EEE 











208 Elementos de Matemática 





SEGUNDO COROLÁRIO. As diagonais de um trapézio 
interceptam na mediana ou base média, um segmento 
igual à semidiferença das bases. 

Observação. O ponto de intersecção das diagonais de um trapézio não 
pode coincidir com um ponto da base“média ; com efeito, se tal sucedesse, 
a diferença das bases seria nula, as bases seriam iguais, e o trapézio seria, na 
realidade, um paralelogramo. 


No A ABD (fig. 75)..:.. ME = ia ($124, teorema) 
No A ACD (fig. 75)..... MF = mD ($124, teorema) 
Subtraindo a segunda igualdade da primeira...... 
ME - MF = 2B O... pp = ES 


Observação. Para exercícios, vide E.M.T.A. 
do mesmo autor, série XLVII. 


l 
127. Angulos e diagonais de um 
polígono. O polígono já foi definido. (§92) 
E’ necessário não confundir o polígono 
com a linha quebrada ou poligonal. (896) 
O polígono é uma linha quebrada 
ou poligonal, mas fechada. Portanto, 
um polígono tem, pelo menos, três lados. 
Fig 76 Os polígonos têm nomes particulares, 
de acôrdo com o número de seus lados. 
Os principais são os seguintes: o triângulo, com três lados; o 
quadrilátero, com quatro lados; o pentágono, com cinco 
lados; o hexágono, com seis lados; o octógono, com oito 
lados; o decágono, com dez lados; o dedecágeno, com doze 
lados; ete.. 

Um polígono pode ser côncavo ou convexo, plano ou rever- 
so. (8110) Mas o A é sempre convexo e plano. Nestas lições 
elementares consideraremos sômente polígonos convexos e planos. 

Polígono regular é o poligono cujos lados e ângulos são iguais. 
Portanto, para provar que um polígono é regular, será necessário 
provar que : 














a) Seus lados são iguais. 
b) Seus ângulos são iguais. 


O A equilátero é um polígono regular. ($94, corolário) O qua- 
drado também. ($119) No A, a igualdade dos lados acarreta a 
dos 4, e reciprocamente. Mas êste fato só se verifica com o 
A; o losango tem os quatro lados iguais e não é um polígono 
regular; o retângulo tem os quatro 4 iguais e não é um polí- 
gono regular. é 


128. As diagonais de um polígono. Suponhamos que 
um polígono qualquer P (fig. 76) tem n lados; então terá 
também' n vértices. Quantas diagonais podemos traçar pelo 
vértice A? Evidentemente, o vértice A não pode ser unido 
consigo mesmo. Também não pode ser unido com os vér- 
tices consecutivos B e H, porque os segmentos AB e AH 
são lados do polígono; não são diagonais. Mas o vértice A 
pode ser unido com os demais vértices do polígono, e os seg- 
mentos resultantes são diagonais. Donde se conelue que, dado 
um polígono qualquer P, com n lados, o número de diagonais 
que podemos traçar pelo vertice A é-igual a n-3, 


TEOREMA. Para determinar o número de diagonais 
de um polígono de n lados, multiplica-se n por n-3 e 
divide-se o produto por 2. 

Seja o polígono qualquer ABCDEFGHA (fig. 76) e admita- 
mos que êle tem n lados. Pelo vértice A podemos traçar n-3 
diagonais ; partindo de cada um dos vértices B, C, D... etc., pode- 
mos traçar n -3 diagonais. Ora, se o polígono tem n vértices 
e, partindo de cada um dêles, podemos traçar n — 3 diagonais 
o número total de diagonais é n(n — 3).(?) E’ o que parece mas 
não é verdade, porque cada diagonal foi contada duas vêzes. 
Por exemplo, a diagonal AE foi contada duas vêzes : a primeira 
quando contámos as diagonais traçadas pelo vértice A, e a ge- 
gunda, quando contámos as diagonais traçadas pelo vértice E. 
Então o número de diagonais distintas no polígono de n lados 
é a metade do producto aín — 3). i 

Representando por d o número de diagonais de um polígono 
qualquer com n lados, teremos : Í 
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n (n — 3) 


g = 3 T | Formula A] 
i 343 - 3) 
Aplicando esta fórmula ao A, teremos d= >y m zero. 
Com efeito, o A não tem diagonais. Aplicando-a a um qua- 
4(4-3) 


drilátero qualquer, teremos d = =2: o quadrilátero tem 


2 
duas diagonais. Aplicando-a a um polígono de 23 lados, teremos 
a= BUD BHO = 230; o polígono de 23 lados tem 230 
diagonais. 
Problema. Sendo dado o número de diagonais de um polí- 
gono, isto é, d, determinar o número de lados, isto é, n. 
Tirando da fórmula A, o valor de n, teremos sucessivamente : 
2d = n(n—3) 2d —-n2+3n=0 
2d = n2-3n n2—-3n-—-2d=0 


E não podemos prosseguir; chegámos a uma equação do 


i 
l 
l 
' 


segundo grau, que ainda não sabemos resolver, a não ser em, 


certos casos particulares. (975) 


e129. A soma dos ângulos de um polígono. A soma 
dos 4 de um A é igual a dois retos (8109); a soma dos 4 
de um quadrilátero é igual a quatro retos. (8111) 
TEOREMA. Se um polígono tem n lados, a soma de 
seus ângulos é igual a 2(n - 2) ângulos retos isto é, tantas 
vêzes dois retos, quantos são os lados menos dois. 
Consideremos um polígono ABCDEFGA (fig. 76), com n 
“lados. Por um vertice qualquer, A, piae ia n-3 da 
S 128) Ora, se observarmos atentamente a figura, verific 
Ha A aa fica decomposto em A ABC, ACD, ADE, AEF, 
AFG e AGH, cujas bases são BC, CD, DE, EF, FGe GH. Donde 
se conclue que, num polígono qualquer P com n lados, se traçar- 
mos por um de seus vértices, A, todas as diagonais possíveis, o 
polígono ficará decomposto em tantos A quantos são os lados 
menos dois, isto é, ficará decomposto em n -2 À. 
A soma dos 4 de um A é igual a dois retos. Se o po- 
lígono P está decomposto em n-2 A, a soma dos 4 dos n -2 
A é iguala 2(n - 2) retos. Mas a figura nos mostra com evi- 
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dência que os 4 dos A, somados convenientemente, são os 4 
do polígono. Logo, 

Soma 4 internos de um polígono =2(n - 2) retos. 

Ou, representando por S a soma dos 4 internos... 


S = 2 (n — 2) retos 


130. O ângulo de um polígono regular. Em um polí- 
gono regular (§127) todos os 4 são iguais. Ao polígono cujos 
4 são iguais dá-se o nome de polígono equiângulo. Um polígono 
regular é equiângulo, mas a recíproca nem sempre é verdadeira ; 
o retângulo é um polígono eguiângulo, mas não é regular. 

Seja um polígono regular P com n lados. A soma de seus 
4 internos é 2(n-2) retos. Se o polígono tem n 4, e se êstes 
4 são iguais, segue-se que a amplitude do Z de um polígono 
regular com n lados é l 

2(n — 2) retos 180(n — 2) graus. 


200 (n — 2) grados 
n n 


n 


Exercícios em classe 


Organizar um quadro com os valores dos Æ dos polígonos regulares de 
3a 12 lados. 


Observação. O Z de um polígono regular depende do número de lados 
do mesmo polígono. Da observação das fórmulas que nos dão o valor dêste 
ângulo, concluímos que : 


1.º) À medida que o número de lados de um polígono regular aumenta; 
o valor do Z do mesmo polígono também aumenta. 

2.º) O Z de um polígono regular não pode ser um £ qualquer. Por exem- 
plo, não existe um polígono regular cujo Z tenha 75º, 100º, 115º, 125º, ete.. 

131. A soma dos ângulos 
externos de um polígono. Con- 
sideremos um polígono qualquer: 
ABCDEA (fig. 77) e prolongue- 
mos todos os seus lados no mes- 
mo sentido, isto é, percorrendo, 
por exemplo, o contôrno, na ordem 
alfabética. Formaremos assim os 
4 externos do mesmo polígono. 
Suponhamos que o polígono. dado 
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tem n lados; então terá n vértices, e os Æ externos que tra- 
cámos serão também em número de n. l - 

TEOREMA. A soma dos angulos externos de um po- 
lígono, quando seus lados são prolongados no mesmo 
sentido, é igual a quatro ângulos retos. 

Em cada vértice do polígono dado (fig. 77) há dois 4, um 
interno e outro externo, adjacentes, e supls.. 

Por exemplo, 14-6=2 retos, 24+7=2 retos, etc.. Se o 
polígono tem n vértices; se em cada vértice há dois 4, um in- 
terno e outro externo, cuja soma é igual a 2 retos, teremos : 


soma & int. + soma 4 ext. = 2n retos 
Ou, representando por S’, a soma dos 4 externos..... À 
S -+ S = Qmretos . (1) 


Ora, nesta igualdade, o primeiro têrmo do primeiro mem- 
bro é igual a 2 (n — 2) retos. Substituindo em (1) teremos : 


Observação. Em um 


2(n — 2) retos + S = Zri retos polígono regular de n 





i 

1 

I 
2n retos — 4 retos + S' = 2n retos à Jad t 
S' = 2n retos — 2n retos + 4 retos i acs; = a Srno 
S’ = 4retos. ! é igual a : 


132. Igualdade de polígonos. Consideremos os polígo- 
nos ABCDEA e A'B'C'D'E'A'. (fig. 78) Para que sejam iguais é 
evidente, em primeiro lugar, que devem ter o mesmo número de 
lados. Satisfeita esta condição, se nos afirmarem que seus lados e 4 
são iguais, dois a dois, exceto dois lados (CD e C'D”, DE e D'E’) 
eo Z por êles formado (D e D’), a respeito dos quais nada se sabe, 
poderemos afirmar que os dois polígonos são iguais, isto é, sendo 
superpostos, todos os seus elementos coincidem dois a dois, inclu- 
sive CD e C'D”, DE e D'E, D e D’. E’ o que significa o seguinte 

TEOREMA. Dois polígonos com o mesmo número de 
lados são iguais quando seus lados e ângulos, dispostos 
na mesma ordem, são iguais, excetuando dois lados con- 
secutivos e o ângulo por êles formado. 
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AB = A'B' 
BC = B'O 
m.j AE = AT 
A =A, Bap 
“Ge 0, Es 
T, { Os dois polígonos 
são iguais. Fig. 78 


Façamos o polígono P’ deslizar no plano da figura, até que 


A'B' coincida com AB, o que é possível. (hip.) Sendo E = P’, 
o lado B'C” coincide, em direção, com o lado BC, e por ser B'C” = 


BO, o vértice C' coincide com o vertice C. Sendo Ô = Ĉĉ’, o lado 
CD’ coincide, em direção, com o lado CD, e o vértice C coincide 
com um ponto qualquer do lado CD ou do seu prolongamento. 


Sendo A=A 10 lado A'E’ coincide, em direção, com o lado AE, 
e por ser A'E'=AE,o vértice E” coincide com o vértice E. Sendo 


E=E” 0 lado E'D"-coineide, em direção, com o lado ED, e o vér- 
tice D’ coincide com um ponto qualquer do lado ED ou do seu 
prolongamento. 


Se o vértice D’ deve coincidir a0 mesmo tempo com um pon- 
to qualquer dos lados CD e DE, então coincide com o vértice 
D, que é o único ponto comum a êstes dois lados. Nestas condi- 
ções, os dois polígonos coincidem em toda a sua extensão e são 
por consegiiência, iguais. , l 

Observação. Nesta, demonstração, admitimos que os dois poligonos são 


a og sentido. (§ 163) Se forem de sentidos opostos, já sabemos como 


XLVIII 


Observação. Para exercícios, vide E.M.T.A. do mesmo autor, série 
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CarírurLro VIII 


O Círculo 


133. A circunferência é um lugar geométrico. Já apren- 
demos (E.M.P.V. 827) o que é circunferência, circulo, centro, rato, 
âmetro, arco e corda. = 
di A O sendo uma linha plana e fechada, divide o plano em 
que está situada, em duas regiões distintas: uma região interior, 
que contém o centro da O e todos os pontos do círculo; uma 
região exterior, que não contém pontos do círculo. 
Os pontos da O estão situados simultâneamente nas duas 
regiões. Seja R o raio de uma O. . 
ê As posições relativas de um ponto e de uma O são três. 
1º O ponto B (fig. 79) está situado na região exterior da O. 
Neste caso, teremos com evidência : pa 


OB > R 


E o ponto B é chamado ponto 


exterior. ç 
22 O ponto A está situado na O. 


Neste caso, teremos : 
i OA=R è 
3» O ponto:C está situado na re- 
gião interior da O. Neste último caso, 
teremos com evidência sa 
OC < Ni 
E o ponto C é chamado ponto interior. 





Em resumo, representando por M um ponto situado no plano . 


de uma O, por R o raio da mesma O e por d à distância, do 
ponto M ao centro da O, fica estabelecido que : 

1.º Sendo M um ponto exterior, d > R. 

2º Sendo M um ponto interior, d < R. 

3.º Estando o ponto M na O, d =R. 
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Imaginemos uma O traçada em um terreno plano, e com 
um raio de 50 metros. Um indivíduo situado a 46 metros do 
centro desta O está no interior dela; um indivíduo situado a 
54 metros do centro está no exterior dela. 

Problema. E’ dado um segmento retilíneo AB (fig. 80) com 
10cm. Determinar, no plano em que se acha êste segmento, um 
ponto situado a 8cm do ponto A e a 6em do ponto B. 

Solução. Fazendo centro nó ponto À e com um raio de 
8cm, traça-se uma O. Se o ponto pedido existe, êle deve 
estar situado nesta O. Com efeito, não pode ser exterior em 
relação a esta O, porque então sua distância ao ponto A seria 
maior que 8cm ; também não pode ser interior porque então 
sua distância ao ponto A seria menor que 8em; logo, o ponto 
pedido deve estar na O. 

`.. - Fazendo centro no ponto Be com um raio de 6cm, traça-se 
outra O. Se o ponto pedido existe, êle deve estar situado tam- 
bém nesta segunda O, como é fácil de provar. 

“Ora, as duas E se cortam nos pontos C e C”. Estando 
o ponto C situado a 8cm do ponto A e a 6cm do ponto B, é 
êle uma solução do problema. E visto 
que o ponto C’ preenche também as 
condições impostas pelo problema, se- 
gue-se que êste tem duas soluções. 

Observação. Os estudantes deverão veri- 
ficar que êste problema pode ter duas solu- 
ções, uma ou nenhuma; determinarão tam- 
bém quais as condições necessárias para que 
as soluções sejam duas, uma ou nenhuma, Fig. 80 

Dêste problema resulta que a O é também um lugar geométrico. 
Com efeito, se o ponto pedido deve estar situado a 8cm do ponto A, 
nós não hesitamos ; imediatamente fazemos centro no ponto A 
e, com um raio AC, de 8cm, traçamos uma O. E’ sômente nesta 

- O que existem pontos situados a 8em do ponto A; fora dela, ou 
no interior dela, não existem pontos situados a Sem do ponto A. 
Todos os pontos desta O, de centro A e raio AC, gozam, pois, 
de uma determinada propriedade, propriedade esta que não per- 
tence, absolutamente, aos pontos situados no interior ou no ex- 
terior da mesma O. 
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Portanto, a O é um lugar geométrico. (8 91)- 





A circunferência é o lugar geométrico dos 
pentos situados a uma distância dada de um 
ponto dado. 

O lugar geométrico dos pontos situados a 
uma distância dada, de um ponto dado, é uma 

Ed 


circunferência cujo centro é o ponto dado e 
cujo raio é a distância dada. 





Exercícios em classe 


1. Uma reta AB e um ponto C situado fora desta reta determinam 
um plano. Determinar neste plano um ponto P situado a 5cm da reta AB 


e do ponto C. 

2. Três pontos dados A, Be C, não situados em linha reta, determinam 
um plano. Determinar neste plano um ponto P eqgiidistante dos pontos À 
e B, e situado a 5cm do ponto C. 

3. Dado um Z MON e dois pontos quaisquer A e B situados no plano 
do Z, determinar um ponto P eqiidistante dos lados do <, assim como dos 
pontos A e B. 5 na 

4. Traçar um Z qualquer MON. Tomar no lado OM um segmento OA 
com 7cm. Determinar no plano do Z, um ponto P equidistante dos lados do 
£Z e situado a 4cm do ponto A. f 

134. A divisão da circunferência. Os geómetras antigos 
dividiram a O em 360 partes iguais chamadas graus. 

O grau se divide em 60 partes iguais chamadas minutos, 
e o minuto se divide em 60 partes iguais chamadas segundos. 
Se um arco AB tem 75 graus, 48 minutos e 24 segundos, escre- 
veremos abreviadamente 75º 48' 24”. 

Modernamente a O é também dividida em 400 partes iguais 
chamadas grados. (*) Os submúltiplos do grado são o decigra- 
do, o centigrado e o miligrado. 

A vantagem da, divisão centesimal da O sôbre a divisão 
sexagesimal é manifesta. Na divisão centesimal temos de ope- 
rar com frações decimais, ao passo que na divisão sexagesimal 

temos de operar com números complexos. 


(*) Convém reler E. M.B. V. 8 27. 
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135. À secante e a tangente. 
Uma reta não pode cortar uma O em 
mais de dois pontos. Suponhamos que 
a reta AB (fig. 81) corta a O de raio 
OA em três pontos distintos, A, Be 
C. Se êstes três pontos estão situados 
na O, os segmentos OA, OB e OC são A é 
iguais como raios de uma mesma O. Fig. 81 
Ora,0A=0B=0C, não é possível. (829) 
Logo, uma reta não pode cortar uma O em mais de dois pontos. 
Dadas uma O e uma reta situadas de uma maneira qual- 
quer num plano, estas duas linhas podem ter dois pontos co- 
muns, um ou nenhum. Consideremos a O de raio OM e à reta 
FG. (fig. 82) Estas duas linhas têm dois pon- 


a reta FG é uma secante e os pontos F e G 
são chamados pontos de intersecção da secante 
com a O; os pontos do segmento FG são 
interiores e os pontos situados nos dois pro- 
Sa longamentos do segmento FG são exteriores 

ns em relação à O. Consideremos a mesma O 
de raio OM e a reta CD. Estas duas linhas têm um ponto 
comum, o ponto E; a reta CD é chamada tangente (do latim 
tangere, tocar) e o ponto E é chamado ponto de contacto da tan- 
gente com a O; os demais pontos da reta CD são exteriores 
em relação à O. Finalmente, a reta AB, que não tem ponto co- 
mum com a O, é chamada exterior. 

Uma reta é exterior a uma O quando não tem nenhum 
ponto comum com a O. . 

Uma reta é tangente a uma O quando tem um ponto co- 
mum com a O; êste ponto comum é chamado ponto de contacto. 

Uma reta é secante a uma O quando tem dois pontos co- 
muns com a O; êstes dois pontos comuns são chamados pon- 
tos de intersecção. 

A O é uma curva convexa porque, em relação a qualquer 
das suas tangentes, ela fica sempre do mesmo lado da tangente. 

Consideremos a O de centro N, cortada pela secante RST. 
(fig. 83) Façamos esta girar no plano da figura, em tôrno do 








an o am 
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ponto R que permanece imóvel, e no 
sentido indicado pela seta. (À secante RST 
r» executa um movimento análogo ao do pon- 
teiro de um relogio,mas em sentido inverso.) 
YsrT' E’ então evidente que o ponto S, se- 
3 gundo ponto de intersecção da secante 
“Tcom a O, vai-se aproximando do ponto 
R, primeiro ponto de intersecção da 
mesma secante com a mesma O, e à 
secante RST vai tomando, sucessiva- 
mente, as posições RT, RT”, RT”, RT”, ete.. Chegará então 
um momento em que o ponto 8 coincidirá com o ponto R 
e a secante RST, tendo sômente um ponto comum com à 
O, passará a ser tangente à mesma O, no ponto R. Do que 
acabámos de dizer resulta, para a tangente, a seguinte definição : 
Tangente a uma O é a posição final de uma secante que 
“gira em tôrno de um dos pontos de intersecção, até que o segundo 
coincida com o primeiro. 

136. Arcos e cordas. PRIMEIRO 
TEOREMA. Um diâmetro qualquer di- 
vide a circunferência em duas partes 
iguais. 

Na O de centro O e raio OM, trace- 
mos um diâmetro qualquer AB. Este 
diâmetro, suficientemente prolongado nos 
dois sentidos, divide o plano onde se 
acha a O, em dois semiplanos : o supe- Fig. 84 
rior e o inferior. Tomemos um ponto qualquer M, situado na 
O e no semiplano superior, façamos êste semiplano girar em 
tôrno de AB, até coincidir com o semiplano inferior, e suponha- 
mos que o ponto M coincide com o ponto M’, situado no interior 
da O. Então o segmento OM toma a posição OM” e teremos 
OM=0M', o que não pode ser porque, sendo M’ um ponto in- 
terior, devemos ter OM’ < OM. 

Suponhamos que o ponto M coincide com o ponto M”, 
situado no exterior da O. Então, o segmento OM toma a po- 
sição OM” e teremos OM = OM”, o que não pode ser porque, 
sendo M” um ponto exterior, devemos ter OM” >0OM. 












| 
| 
f 
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Segue-se que o ponto M, não podendo coincidir com um 
ponto do semiplano inferior, que esteja situado no interior ou 
no exterior da O, deve coincidir com um ponto situado na O, 
por exemplo, com o ponto M”. i 

Ora, se um ponto qualquer M, situado no arcosuperior AB, 
deve coincidir com um ponto M” situado no arco inferior AB, 
êstes dois arcos coincidem em toda a sua extensão e são, por 
consequência, iguais. Cada um dêstes arcos é, pois, uma me- 
tade da O. Torna-se também evidente que a porção de círculo 
limitada pelo diâmetro AB e pelo arco AMB coincide com a por- 
ção de círculo limitada pelo diâmetro AB e pelo arco AM”B ; 
então cada uma destas porções é uma metade do círculo. 

SEGUNDO TEOREMA. A maior corda que se pode tra- 
çar em uma circunferência é um diâmetro. 

`. Consideremos o diâmetro AB, uma corda qualquer MN, 
(fig. 84) e tracemos os raios OM e ON. 


: } Com efeito 
AB é um diâmetro i , 
j l e MN é uma corda | MN < ON + OM (por que?) . >. 
I 
i 
: 


sr MN < OA + OB (por que?) .*. 
ENTER MN < AB (por que?) 
T. | MN < AB C. Q. D. 


TERCEIRO TEOREMA. Em uma circunferência ou em 
duas circunferências com raios iguais, arcos iguais são 
subtendidos por cordas iguais. 


Observação. Dois arcos AB e 
PQ são iguais quando é possível fa- 
tê-los coincidir. Copiemos em pa- 
pel transparente a O de raio MA, 
coloquemos a cópia sôbre o origi- 


duas © coincidam, imobilizemos 
os dois centros com um alfinete, 
e façamos a cópia girar sôbre o 
original, no sentido indicado pela 
teta, até que o ponto Q coincida 
com o ponto À, 

Se o ponto P ecincidir com o ponto B, teremos arco PQ=arco AB. 


Se o ponto P coincidir com um ponto situado entre os pontos A e B, 
teremos arco PQ < arco AB. 


nal de modo que os centros das 


RR A 


j 
+ 
| 
| 
| 
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Se o ponto P coincidir com um ponto situada equem do ponto B, teres 
mos arco PQ > arco AB. 
E” evidente que dois arcos não poderão coincidir, se seus raios não forem 
iguais. 
{ MA = NC 
H. À arco AB = arco CD 


Façamos a O de raio NC deslizar no plano da figura até 
que NC coincida com MA o que é possível porque NC=MA. 
(hip.) Os raios sendo iguais, as duas O também coincidem. 
Sendo arco CD=arco AB (hip.) e coincidindo o ponto C com 
o ponto A, então o ponto D coincide com o ponto B. Nestas 
condições, a corda CD coincide com a corda AB, isto é, as cordas 
AB e CD são iguais. 


TEOREMA CONTRÁRIO. Em uma circunferência ou em 
duas circunferências com raios iguais, arcos desiguais 
são subtendidos por cordas desiguais, e «o arco maior 
corresponde a corda maior. 

MA = NC . 

H. { arco AE > arco CD 

Façamos a O de raio NC (fig. 85) deslizar no plano da fi- 
gura até que NC coincida com MA, o que é possível porque 
NC=MA. (hip.) Os raios sendo iguais, as duas O também coin- 
cidem. Sendo arco AE > arco CD, e coincidindo o ponto C 
com o ponto A, o ponto D não pode coincidir com o ponto E; 
coincidirá com um ponto B, situado no arco AE, entre os pontos 
A e E. Tracemos os raios MB e ME ; estando o ponto B entre 
os pontos A e E, o raio MB ficará situado necessàriamente no 
interior do Z AME. Isto pôsto, comparemos os A AMB e AME. 


MA = MA | 
MB = ME ! 
I 


T. f corda AB = corda CD 


T. | corda AE > corda CD 


Então AB < AE. (897) Porém, AB=CD. 


A A Logo, CD < AE ou AE > CD 
AMB < AME E 

Exercícios. Enunciar as recíprocas dos dois últimos teoremas e demons- 
trá-las diretamente e pela redução ao absurdo. 


Observação. Razão de dois números é o quociente da divisão dêstes 
dois números. A razão dos números aebé ab ou a: b ou afb. Se os 
números « e b são as medidas de dois segmentos, a expressão afb significa 
quantas vêzes o segmento q contém o segmento b. 
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À RAZÃO DE DOIS ARCOS DESIGUAIS NÃO É IGUAL À RAZÃO DE SUAS CORDAS. 


Sejam os arcos AB e BE (fig. 85) e admitamos que êstes dois arcos são iguais ; 
arco AB : 
eres eme ETG — 51 
> AE 7 Calculemos agors a razão das cordas AB e AE que 


subtendem os arcos AB e AE, isto é, a razão a Se os arcos AB e BE 
são iguais, suas cordas AB e BE também são iguais. Isto pôsto, no A ABE 
temos AB+BE > AE .'. 2AB > AE ,'*. kotid > as Portanto se a ra- 


AE 
zão dos arcos AB e AE é igual a 34, a razão de suas cordas é maior que J4. 


QUARTO TEOREMA. Um diâmetro per- A 
pendicular a uma corda divide em duas 
partes iguais esta corda e os dois arcos 
que ela subtende. 


H. Í AB é um diâmetro L à corda CD. 





MC = MD 
T. l arco AC = arco AD 
arco BC = arco BD Fig. 86 


O diâmetro AB divide o plano da figura em dois semiplanos. ` 


Façamos o semiplano direito girar em tôrno de AB, até coincidir ® - 


com o semiplano esquerdo. Sendo i =2 (hip.) o segmento MD 
coincide, em direção com o segmento MC, e o ponto D coincide 
com um ponto qualquer situado no segmento MC, ou no seu 
prolongamento. Mas o ponto D, estando situado na semicir- 
cunferência ADB, coincide também com um ponto qualquer si- 
tuado na semicircunferência ACB. (8136, 1.º teorema) Logo, o 
ponto D coincide com o ponto C que é o único ponto comum 


às linhas MC e ACB. Donde resulta que MD=MC. 


Os pontos A e B permanecendo imóveis, o arco AD coincide 
com o arco AC e o arco BD coincide com o arco BC. Então 
arco AD = arco AC.e arco BD = arco BC. 

Exercicio. Demonstrar êste teorema sem fazer o semiplano direito girar 
em tôrno de AB. 

RECÍPROCA. A perpendicular traçada pelo meio de 
uma corda passa pelo centro da circunferência. 

Seja CD (fig. 86) uma corda da O de centro O e raio OC. 
Pelo ponto M, meio de CD, tracemos uma L MO” e admitamos 
que esta .L não passe pelo centro da O. Ora, pelo teorema direto, 
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se pelo centro da O traçarmos uma Là corda CD, esta L passará 
pelo ponto M, meio da corda CD. Teremos então duas s MO 
e MO” a uma mesma reta CD, traçadas por um mesmo ponto M, 
o que é absurdo. ($ 83) Logo... i 


Observação. Para exercícios, vide E.M.T.A. do mesmo autor, série 
XLIX. 


137. A distância de uma corda ao centro. TEOREMA. 
Duas cordas iguais distam igualmente do centro. 


H. [AB=CD T.f OM=0N 


Consideremos as cordas iguais AB e CD. 
IC Tracemos os segmentos OM e ON, respecti- 
vamente $ às cordas AB e CD. Os seg- 
mentos OM e ON serão então as distâncias 
do centro da O às cordas AB e CD. (889 
1.º teorema, observação) Tracemos os raios OB 
Fig. 87 e OC, e comparemos os A OMB e ONC. 


AB = CD (hip.) o d Se os A OMB e ONC 


são retângulos e têm a hipo- 
e = E tenusa igual (OB=0C) e um 





1 
I 
I 
2 2 - Á ig 
| cateto igual (MB=NC) en- 
MB = NC ($139, 3.º teorema) | tão êstes dois A são iguais. | 
OB = 0C ! (§98, 1.º caso) Donde OM = 
i 


OMB = ONC=lreto =0N. 
TEOREMA CONTRÁRIO. Duas cor- 
das desiguais distam desigualmente T. {| OM < ON 
do centro e a corda menor é a que 
está mais afastada do centro. 
Consideremos as cordas AB e CD, 
sendo AB > CD. (fig. 88) Tracemos os 
segmentos OM e ON, respectivamente $ 
às cordas AB e CD. Os segmentos OM e 
ON serão então as distâncias do centro 
da O às cordas AB e CD. Sendo AB > 
CD, segue-se que arco AB > arco CD. Fa- 
çamos o arco CD deslizar sobre a O e no 
sentido indicado pela seta, até que o ponto Pig. 88 


H. | AB > CD 








li 
į 
i 





` mos as mediatrizes dos segmentos AB 
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C coincida com o ponto A. Sendo arco AB > arco CD, o 
ponto D coincidirá com um ponto da O situado necessària- 
mente entre os pontos À e B, e o arco CD tomará a posição C'D”. 
Tracemos a corda C'D' e o segmento ON' L C'D”. Desde que 
arco C'D' = arco CD, então C'D' = CD ($135, 3.º teorema) e 
ON=ON”. ($137, 1.º teorema) 

Ora, OM< OE (OM sendo LAB, OE é oblíqua) 

Mas, OE< ON’ 

Logo, OM< ON' OM < ON 

Exercício. Enunciar as recíprocas dêstes dois teoremas e demonsitrá-las 
pela redução ao absurdo. 

138. Traçar uma circunferência que passe por três 
pontos dados. TEOREMA. Por três pontos dados e não 
situados em linha reta é..sempre 
possível traçar uma circunferência, 
e sômente uma. 

- Sejam A, Be C os três pontos da- 
dos e não situados em linha reta. Trace- 


e BC. Estas duas mediatrizes se en- 
contram sempre. (axioma n.º 11 de Euclides) 
Seja O, o ponto de interseção; então 
o ponto O dista igualmente dos pon- 
tos A, Be C. ($121) Logo, fazendo 
centro no ponto O, e traçando uma O cujo raio seja OA, esta 
O.. passará necessàriamente pelos pontos B e C. Portanto, por 
três pontos dados e não situados em linha reta, é sempre pos- 
sível traçar uma O. 

Suponhamos que existe uma segunda O que passe pelos 
pontos A, Be C;o centro desta O será também o ponto O e o raio 
será OA ; nestas condições ela coincidirá com a primeira. 





Observações. Se os três pontos dados A, Be C estiverem em linha. 


reta, as mediatrizes MM’ e NN’, sendo | a uma mesma reta ABC, serão 
l| (§ 107) e encontrar-se-ão no infinito. Donde resulta que a reta é uma O 
cujo centro está situado no infinito. Esta definição da reta como limite da O 


nos permite compreender por que a superfície da Terra, sendo curva, nós 
temos a ilusão de que é plana. 


4 
E 
A 
d 
na 
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Para determinar o centro de uma O ou de um arco, tomam-ss três pon- 
tos quaisquer À, Be C (fig. £9); nesta O ou arco, tragam-se as cordas AB 
e BC, e as mediatrizes destas cordas; as duas medistrizes se encontram em 
um ponto que é o centro procurado. 

Problema. Traçar uma O que passe por 
dois pontos dados. 

Sejam A e B (fig. 90) os dois pontos 
dados. Tracemos a mediatriz MM’ do seg- 
mento AB. Qualquer ponto de MM” dista 
igualmente dos pontos A e B. (890) Por- 
tanto, tomando como centro qualquer dos pon- 
tos C, D, E, F, ... e como raios corresponden- 
tes os segmentos CA, DA, EA, FA, ..., todas 
as O traçadas passarão pelos pontos À e B. 
Donde se conclue que há uma infinidade de © 
que passam por dois pontos dados. E não 
havendo fora da mediatriz MM’, pontos equi- 





Fig. 90 distantes dos pontos dados À e B segue-se que: |. 






O lugar geométrico dos centros das circun- 
ferências que passam por dois pontos dados é 
a mediatriz do ségmento retilíneo que liga os 
dois pontos dados. 





Em resumo, por três pontos dados é sempre possível tra- 
çar uma O, e sômente uma. Por dois pontos dados podemos 
fazer passar uma infinidade de ©; uma delas, e sômente uma, 
passará pelo terceiro ponto dado fora do segmento que une“os 
dois primeiros. 

139. As propriedades da tangen- 
te. TEOREMA. Uma reta perpendi- 
cular a um raio e traçada pela 
extremidade dêste mesmo raio, é 


a 


tangente à circunferência. 


H. | AB L OA. 
T. | ABJé tangente à O. nei 








| 
fo 
À 
E 
2 
| 
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A tang. a uma O é a reta que tem sômente um ponto 
comum com a O ($ 135); os demais pontos da tang. são exte- 
riores em relação à mesma O. Portanto, para demonstrar que 
AB étang. à O, basta demonstrar que qualquer ponto de AB, 
excetuando o ponto À, por exemplo, o ponto C, é exterior à O. 
Liguemos o centro da O ao ponto C. Sendo OA L AB, então 
OC é oblíqua à AB .*. OA < OC. Sendo OA um raio e sendo 
OC > OA, o ponto C é um ponto exterior. Ora, se um ponto 
qualquer C da reta AB é exterior à O, se o único ponto comum 
à reta AB e à O é o ponto À, então a reta AB é realmente 
tang. à O. 

RECÍPROCA. Uma tangente a uma circunferência é 
perpendicular ao raio que termina no ponto de contacto. 

H AB é tangente à O 
e de raio OA. T. | AB 1 OA 

Desde que AB é tang. à O de raio OA (fig. 91) no ponto 
A, segue-se que qualquer ponto da tang. AB, por exemplo, o 
ponto C, é exterior à O .*. OA < OC. Ora, sendo OA menor 
do que qualquer outro segmento retilíneo que ligue o ponto O 
a qualquer ponto da reta AB, conclue-se que o segmento OA é 
a distância do ponto O à reta AB. Logo OA L AB. 

140. Cordas paralelas. TEOREMA. Duas secantes para- 
lelas interceptam, em uma circunferência,“arcos iguais. 


H. [ABI CD 
T. f arco AC = arco BD 


Tracemos o raio OM 1 à corda 
AB. O prolongamento de OM, isto é, 
ON, será então L CD. ($102, 3.º coro- 
lário do postulado de Euclides) Sendo MN 
um diâmetro L às cordas AB e CD, 
divide estas cordas, assim como os ar- 
cos que elas subtendem, em duas par- 
tes iguais. (8136, 4.º teorema) Logo, 

arco MC = arco MD 

arco MA = arco MB .*. 
arco MC — arco MA = arco MD — arco MB 

arco AC = arco BD 
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PRIMEIRO COROLÁRIO. Uma tangente e uma secante 
paralelas interceptam, em uma circunferência, arcos iguais, 

Sejam AB e EF uma sec. e uma tang. ll. (fig. 92) Liguemos 
o centro da O ao ponto de contacto da tang. Sendo OM L à 
tang. EF ($142) sê-lo-á também à sec. AB, porque AB Il EF, 
(8105, 3.º corolário do postulado de Euclides) E sendo OM L AB, 
então arco MA =arco MB. (8135, 4.º teorema) 


SEGUNDO COROLÁRIO. Puas tangentes paralelas deter- 
minam em uma circunferência arcos iguais. 

Sejam EF e GH (fig. 92) duas tang. || e tracemos uma sec. 
qualquer AB |! EF. A sec. AB será também Il GH. De acôrdo 
com o primeiro corolário, teremos : ' 


arco MA = arco MB 
arco NA = arco NB .'. 
arco MA +arco NA = arco MB + arco NB 
arco MAN arco MBN 
Observação. Sendo arco MAN = arco MBN, cada um dêstes arcos é 


'a metade da O, donde se conclue que MN é um diâmetro. O segmento reti- 
lineo que liga os pontos de contacto de duas tangentes il 4 um diâmetro. 


il 


141. Distância de um ponto a uma circunferência. À 
O é uma linha. Considerando uma- O de centro O e raio OA 
(fig. 93) e um ponto qualquer M, exterior ou interior a esta mes- 
ma O, qual é o menor segmento retilíneo que podemos traçar, 
ligando o ponto M a um ponto qualquer da O? E qual é o 
maior? Em outras palavras, qual é a menor e a maior distância 
entre um ponto dado e uma O dada? 


TEOREMA. A menor e a maior distância entre um 
ponto dado e uma circunferência dada são dois segmen- 
tos retilíneos situados na secante que passa pelo ponto 
dado e pelo centro da circunferência dada, A menor dis- 
tância é o segmento que começa no ponto dado e termina 
ne primeiro ponto de intersecção da secante com a eir- 
cunferência; a maior distância é o segmento que começa 
no ponto dado e termina no segundo ponto de intersecção 


da secante com a circunferência. 
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- Há dois casos a considerar, 
porque o ponto M pode ser ex- 
terior ou interior. 


1.º caso. O ponto M é exte- 
rior. Tracemos a sec. MAB: 
lguemos o ponto M a um 
ponto qualquer C da O e va- 
mos provar que: 


(MA < MC 
EO Mp MG 


Fig. 93 
Tracemos o raio OC. No A MOC temos: 


1.º) MO < MC + 0C 
Sendo MO=MA--OA, então 
MA+0A < MC+0C 
Sendo OA =0C, resulta MC < MB 

MA < MC MB > MC 


2e caso. -O ponto M’ é interior. 'Tracemos o diâmetro 
AM'B ; liguemos o ponto M’ a um ponto qualquer C da O e 
vamos provar que : 


i2.º) MC < MO + 0C- 

i Sendo OC=0B, então 
MC < MO+ OB 
I . 
| 
I 


q. { M'A <MC | Tracemos o raio OC. No A M'OC 
“ U MB> MC ! temos: 
1º) M'C > 0C-OM' .:. 12.) MC < OC + OM 
M'C > O0A-OM' .. 1 MC < OB +OM' 
M'C > M'A .. a MC <MB.: 
M'A < MC i M'B > MC 


Dada uma curva qualquer MN; se traçarmos uma tang. a 
esta curva no ponto À, e uma L a esta tang. no mesmo ponto 
A, a L recebe o nome de normal à curva no ponto À. 

No caso da O (fig. 93), se traçarmos uma tang. à curva 
no ponto D e uma L HD à tang. no mesmo ponto D, esta L 
sendo prolongada, passará pelo centro. Donde se conclue que 
todas as normais a uma O passam pelo centro. 

Pelo ponto M (fig. 93) exterior à O, tracemos as normais 
MA e MB; a primeira é a menor distância do ponto M à O, 
e a segunda é a maior distância do ponto M à mesma O. 
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Pelo ponto M’ (fig. 93) interior à O, tracemos as normais 
M'A e M'B; a primeira é a menor distância do ponto M’ à 
O, e a segunda é a maior distância do ponto M’ à mesma O; 

Problema. Dada uma O aira O j- o Re deter- 

i o situado a uma distância esta O. 
dai E” Traça-se um raio qualquer OA. Neste 
raio, convenientemente prolongado, imar- 
cam-se dois segmentos ÀA’ e AA” de modo 
que AA'=AA”=d. Os pontos A’ e A” 
são duas soluções do problema. E, consi- 
derando que o raio OA pode ser qualquer, 
conclue-se que o problema tem uma in- 
finidade de soluções, isto é, há uma infi- 
nidade de pontos situados a uma distân- 
Fig. 94. cia dada de uma O dada. 
111 

O lugar geométrico dos pontos situados a 

uma distância dada d, de uma circunferência 

de raio r, é constituído por duas cireunferên- 
cias concêntricas com a primeira e cujos raios 
respectivos são r + d e r-d. 








Duas ou mais © são concêntricas quando têm o mesmo cen- 
tro; não tendo o mesmo centro são excêniricas. ` 

Coroa é a porção de superficie plana compreendida enire 
duas O concêntricas. 


142. Circunferências secan- 
tes e tangentes. Duas O que 
têm três pontos comuns coin- 
cidem. ($138) Por dois pontos 
dados A e B podemos traçar 
duas ou mais O. (§138, problema, 
fig. 90) Logo, duas O cujos GR 

spectivamente OA e O 
ig. 95) podem ter dois pontos comuns A e B. Quando duas © 
têm dois pontos comuns, A e B, são chamadas secantes. Com 
efeito, elas se atravessam, se cortam muútuamente nos pontos A 





Fig. 95 
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e B. Ao segmento retilíneo que liga os centros das duas O dá-se 
o nome de linha dos centros; a corda AB, sendo comum às duas 
O, é chamada corda comum ; os pontos A e B são chamados 
pontos de intersecção das duas O. - 
TEOREMA. Quando duas circunferências distintas têm 


um ponto comum que não está situado na linha dos cen-. 


tros, têm um segundo ponto comum também situado fora 
da linha dos centros, e simétrico do primeiro em relação 
a esta mesma linha. 

Consideremos as O cujos raios são OA e O'A. (fig. 95) 
Seja A um ponto comum às duas O; tracemos AM L à linha 
dos centros OO’ e prolonguemos AM de um comprimento MB 
tal que MB=MA. Em seguida, liguemos os pontos O e O’ aos 
pontos À e B. Sendo OO’ L AB e sendo MA=MB, então 00" 
é a mediatriz do segmento AB .*. OA=OB e O'A=0'B. Desde 
que OA=0B, a O de centro O e raio OA passa pelo ponto B; 
desde que O'A =0'B, a O de centro O’ e raio O'A também pas- 
sa por B. Nestas condições o ponto B é comum às duas O e 
não está situado na linha dos centros. 

Corolários. I. Os pontos À e B são simétricos em relação 


à linha dos centros. (8 116) 


If. Além dos pontos À e B, as duas O não podem ter um 
terceiro ponto comum C, porque então coincidiriam e não seriam 
duas O distintas. (hip.) 

II. A linha dos centros é L à corda comum. 

TEOREMA. Quando duas circunferências distintas 
têm um ponto comum situado na linha dos centros, não 
têm nenhum outro ponto comum. l 


Consideremos as © cujos raios 
são OA e O'A e que têm um ponto 
comum Å, situado na linha dos 
centros 00”. (fig. 96) Se além 
do ponto À, estas duas O tivessem 
um segundo ponto comum B, si- 
tuado fora da linha dos centros, 
então teriam um terceiro ponto 


comum B’, simétrico de B, em re- 
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lação à linha dos centros. Nesse caso, as duas O coincidiriam, o 
que é contrário à hipótese. Logo... E 

Duas O que têm sômente um ponto comum são chamadas 
tangentes. O ponto comum é chamado ponto de contacio, e êste 
ponto está situado na linha dos centros. i | 

Corolário. Quando duas O são tangentes, elas têm uma 
angente comum no ponto de contacto. 
E Com efeito, sendo MM (fig. 96) -L aos raios OA e O'A, no 
ponto A, MM’ é tangente às duas O. (8139) 

143. Posições mútuas de duas circunferências. Duas 
© distintas podem apresentar cinco posições relativas. l 

1.º posição. As duas O são 
exteriores, isto é, todos os pontos 
de uma são exteriores em relação 
à outra, e reciprocamente. (fig. 97) 
Quando duas © são exteriores, a 
linha dos centros é maior do que 
a soma dos raios. Com efeito, 
00” = OA + AA’ + O'A’ 
00 > OA + OA". 





Fig. 97 


2.º posição. As duas O são tangentes exteriormente, isto é, sen- 


do exteriores, têm um ponto co- 
mum. (fig. 98) Quando duas O são 
tangentes exteriormente, a linha dos 
centros é igual à soma dos ratos. 
Com efeito, estando o ponto de 
contacto situado na linha dos cen- 
tros ($ 145), 00'=0A+0/'A”. 
8.» posição, As duas O são secan- 
tes. (fig. 99) 
Quando duas O são secantes, à linha 
AN dos centros é menor do que a soma dos T0103 
| e maior do que a diferença. Com efeito, 
ligando-se o ponto A ou A’ aos dois cen- 
tros, formaremos o A QAO’ no qual 
Fig. 99 00'< OA + O'A’ ou OO’ > OA - O'A’. 





Fig. 98 
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4.º posição. As duas O são tan- 
gentes interiormente, isto é, sendo os pon- 
tos de uma interiores em relação à ou- 
tra, elas têm um ponto comum. (fig. 100) 

Quando duas O são tangentes in- 
teriormente, a linha dos centros é igual 
à diferença dos raios. Com efeito, es- 
tando o ponto de contacto na linha dos 
centros, temos 00'=0A — O'A’, 

- _ 5.” posição. As duas O são interio- 
res, isto é, todos os pontos de uma são 
interiores em relação à outra. (fig. 101) 


Quando duas O são interiores, a 
linha dos centros é menor do que a di- 
ferença dos raios. Com efeito, OO’ = 
= OA-O'A' — AA’. E somando 'AA' 
ao segundo membro desta igualdade te- 
remos: QO’ < OA - O'A’ — AA'FAA' 
+. 00’ < 0A- O'A’. 

Duas © podem pois ocupar cinco 
posições distintas das quais resultam 
cinco relações diferentes entre a linha 
dos centros e os raios das duas ©. 
Estas cinco relações são os cinco teo- 
remas que acabámos de demonstrar. Deixamos aos estudantes 
o cuidado de enunciarem as cinco recíprocas e demonstrá-las pela 
redução ao absurdo. l 

Recomendamos o terceiro teorema: para que duas © se 
cortem é necessário que a linha dos centros seja menor do que 
a soma dos raios e maior do que a diferença. 





Fig. 100 





Fig. 101 


XLIX. 


144. Medida comum de duas grandezas da mesma 


. espécie. Medida comum de duas grandezas da mesma espécie é 


uma terceira grandeza da mesma espécie que as duas primeiras e 
que está contida em cada uma delas um número exato de vêzes. 

Consideremos dois segmentos retilíneos AB e CD. (fig. 102) 
São duas grandezas da mesma espécie. Vamos determinar a 


Observação, Para exercícios, vide E.M.T.A. do mesmo autor, série . 
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sua medida comum, isto é, um terceiro segmento que esteja con- 
tido um número exato de vêzes em cada um dos segmentos AB 
e CD. Procederemos tal qual como em Aritmética, quando que- 
remos determinar o m. d. ec. de dois números. 


pata popa pop 


7a > 
z 


F D 
[A Fig. 102 


Aplicamos o segmento menor CD sôbre o segmento maior 
AB, tantas vêzes quantas for possível. Admitindo que AB con- 
tém 3 vêzes o segmento CD, havendo um resto, o segmento 
EB, teremos : AB = 8CD + EB (D) 

Aplicamos o resto EB no segmento menor CD, tantas vê- 
zes quantas for possível. Admitindo que CD contém uma vez 
o segmento EB, havendo um resto, o segmento FD, teremos : 

CD = 1EB + FD (IT) 

Aplicamos o segundo resto FD no primeiro resto EB, tantas 
vêzes quantas for possível. Admitindo que EB contém 4 vêzes 
o segmento FD, havendo um resto, o segmento MB, teremos : 

EB = 4FD + MB (TT) 


Aplicamos o terceiro resto MB no segundo resto FD, tan- 
tas vêzes quantas for possível. Admitindo que FD contém 2 
vêzes o segmento MB, sem deixar resto, teremos : 


FD = 2MB (EV) 


Logo, MB é um segmento que está contido um número 
exato de vêzes em cada um dos segmentos AB e CD, e é o maior, 
como se pode demonstrar facilmente, relembrando todos os 
teoremas que constituem em Aritmética a teoria do m.d.c. 

Vejamos agora quantas vêzes cada um dos segmentos AB 
e CD contém o segmento MB. Partindo da última igualdade 
(IV) teremos successivamente : 

FD = 2MB 

EB = 4FD + MB .'. EB = 4X2MB+MB 
CD = 1EB + FD .*. CD = 9MB+2MB . CD = 11MB 
AB = 3CD + EB .'*. AB = 33 MB+4+9MB .'. AB = 42MB 

Portanto, o segmento MB está contido 11 vêzes no seg- 
mento CD, e 42 vêzes no segmento AB. 


-*. EB = 9MB- 
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De um modo análogo se determinará a medida comum de 
dois 4, de dois arcos, de duas superfícies limitadas, ete.. 

Mas, nem sempre é completa a analogia com o problema 
aritmético; em Aritmética, a operação termina forçosamente, 
ao passo que, em Geometria, ela pode se prolongar indefinida- 
mente, sem que se chegue à medida comum, que talvez não 
exista. (§ 146) 

145. Razão de duas grandezas da mesma espécie. São 
dadas duas grandezas da mesma espécie, por exemplo, dois seg- 
mentos retilíneos AB e CD. (fiz. 102) Qual a razão dêstes dois 
segmentos? Vimos que a medida comum dos segmentos AB 
e CD é o segmento MB; vimos mais que AB=42MB e CD= 
= 11IMB. Dividindo a primeira igualdade pela segunda, teremos : 

AB 42MB , AB $2 
CD 11MB CD “al 
AB 42 


Ora, TD é a razão dos segmentos AB e CD; Ti é a ra- 


zão dos números 42 e 11; estas duas razões são iguais. Logo, 


À razão de duas grandezas da mesma espécie 
é igual à razão dos números que as representam, 
contanto que ambas sejam medidas com a 
mesma unidade. 





A unidade é sempre uma grandeza da mesma espécie que 
as duas grandezas dadas. 

Do exposto resulta que, para comparar dois segmentos, duas 
superfícies limitadas, dois arcos, dois 4, etc., não é necessário 
aplicar-lhes o processo indicado no parágrafo 144, que é, aliás 
impraticável. Medem-se as duas grandezas dadas com a mes- 
ma unidade e, em lugar de comparar as duas grandezas, compa- 
ram-se os dois números obtidos, o que é a mesma cousa. 


Exercícios em classe 


1. Procurando-se a medidas comum de dois arcos g e b obtiveram-se os 
seguintes resultados: a=8b+r; b=5r4r'; r=mQr'tr'; r'=4r", Qual é 
a razão dos arcos a e b? 

2. Procurando-se a medida comum de dois segmentos retilíneos AB e 
CD, obtiveram-ze os seguintes resultados: AB=2CD-+R; CD=3R+R'; 





ade 


E 
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R=4R/+R”; R'=2R”+4R”; Rº=5R””. -Qual é a razão dos segmentos 
AB e CD? 

3. A razão de dois 4 é 0,7. Qual é a medida comum dêstes dois 4? 

4. A razão de dois arcos é 24/18. Qual é a maior medida comum dêstes 
dois arcos? 

146. Grandezas comensuráveis e incomensuráveis. 
Duas grandezas da mesma espécie são comensuráveis quando 
têm medida comum ; são incomensuráveis quando não têm 
medida comum. Refletindo sobre o processo indicado para de- 
terminar a medida comum de duas grandezas da mesma espécie, 
temos a ilusão de que estas duas grandezas sempre são comen- 
suráveis. Com efeito, desde que os restos vão diminuindo su- 
cessivamente, chegará um momento em que o resto deixa de ser 
perceptível à nossa vista e somos levados a crer que êste resto, 
pela sua pequenez, deve caber nas duas grandezas um número 
exato de vêzes, e as duas grandezas são então comensuráveis. 
Entretanto, existem também grandezas, incomensuráveis, como 
veremos mais tarde. 

Sendo AB e CD duas grandezas da mesma espécie e inco- 
mensuráveis, não é possível determinar exatamente a sua razão ; 
entretanto, podemos determinar esta razão, com êrro inferior 
a uma quantidade dada, por falta e por excesso, por exemplo com 
êrro inferior a 0,001. 

Para melhor esclarecer êste assunto, suponhamos que CD 
foi dividido em 1000 partes iguais, e que uma destas partes, a, 
coube 3627 vêzes em AB, deixando um resto. Então, 


AB > 3627a AB < es 
CD = 10006 $ Pig ones CD = 1000 
AB _ 3627 } AB. 3628 i 
cD 1009 i CD 1000 o 
1 1 
AB l AB 
CD > 3,627 : CD < 3,628 
AB 
3,627 < TD < 3,628 
AB SLT 
TD ~” 3,627 (com êrro inferior a 0,001 por falta) 


AB 


TD 3,628 (com êro inferior a 0,001 por excesso) 
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Resolvamos agora o mesmo problema, de um modo geral, 
isto é, determinando a razão dos segmentos AB e CD com êrro 


das 1 
inferior a —- 
n 
Dividamos CD em n partes iguais e seja a uma destas par- 


tes. Suponhamos que a cabe em AB, m vêzes, deixando um 
resto, r, necessàriamente menor do que a. Então, 





dq AB > m) | S AB & Rio 4 
CD = na Ra | CD = na 
AB. ma l AB (m+1)a 
Do na p TOR di 
AB. m ! AB m+1 
e a io. OD É a 


Combinando as duas desigualdades finais, teremos : 


m AB m + 1º 
n < 0 ~ n l 
+1 





AB ; | m 
À razão —— está compreendida entre as razões e 


m CD 1 é 
7 diferença entre estas duas razões é pd então a dife- 


wri AB a e AB é inferior a a — 





rença entre e CD ou E CD 
AB m 1 
Logo, CO r (com o inferior a y Por falta) 
AB  m+i id 1 
o aar (com êrro inferior a z? por excesso) 


147. O ângulo central, Angulo central é o Z cujo vér- 
tice está situado no centro de uma O. Os 4 AMB e CND são 
centrais. (fig. 103) 


TEOREMA. Em uma O, ou em duas O iguais, a ângu- 
los centrais iguais correspondem arcos iguais. 
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à AS f =Ñ 
H. { MB=ND ` 
T, { arco AB = arco CD 
M BN D 
Tracemos as cordas AB e 


Fig. 103 CD e comparemos os A AMB 


e CND. M=N (hip); MA = MB = NC = ND. Logo, A 
AMB=A CND (2º caso) .*. AB=CD. E sendo AB = 
CD .*. arco AB = arco CD. (8135, recíproca do 3.º teorema) 

Observação. Enunciar e demonstrar o teorema contrário e os recíprocos. 

Dêste teorema, do teorema contrário e dos recíprocos, re- 
suita que, quando o Z central aumenta, o arco compreendido 
entre seus lados também sumenta, e reciprocamente. Portanto, 
há uma relação entre os 4 centrais e os arcos compreendidos 
entre seus lados, a qual está determinada no seguinte 


TEOREMA. A razão de dois ângulos quaisquer é igual 
à rasão dos arcos compreendidos entre seus lados, tendo 
como centros respectivos os vértices dos dois ângulos, e 
traçados com o mesmo raio, aliás arbitrário. 


Sejam os 4 AMB eœ 
CND. (fig. 104) Fazendo g 
centro nos vértices M e N, 





tracemos os arcos AB e CD; E 
o raio dêstes arcos pode M m 

' B D 
ser qualquer; mas deve e ti 


ser o mesmo para os dois 
arcos. Admitamos que os arcos AB e CD têm uma medida 
comum, isto é, um terceiro arco que está contido um número 
exato de vêzes em cada um dos arcos AB e CD, e seja BE ou 
m êste terceiro arco; supondo que o arco AB contenha 5 vêzes 
o arco m e o arco CD contenha 2 vêzes o mesmo arco m, teremos : 


arco AB=5m arco AB öm , arco AB 5 (1 
arco CD=2m “arco CD 2m ° “arcoCD 2 


Liguemos todos os pontos de divisão dos arcos AB e CD 
sos centros dêstes mesmos arcos, isto é, aos vértices M e N. Os 


ums. eme 
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4M e N ficarão divididos respectivamente em 5 e 2 4,e êstes 
7 4 serão todos iguais porque, em uma O ou em duas O iguais, 
a arcos iguais correspondem 4 centrais iguais. Um dêstes 4, 
por exeraplo, o Z BME ou m’, estando contido 5 vêzes no Z M 
e 2 vêzes no Z N, é uma medida comum dos 4 M e N. Então, 


M = Sm! . M bm” M 5 
E Eu PR a O er e AT 
N = 2m Nom No 2? 


M arco AB 
N ” arco CD Edo 


Observação. Suponhamos que os arcos AB e CD são incomensuráveis. 

Dividamos o arco CD em n partes iguais ; sendo a uma destas partes, teremos 
f arco CD = na 

Se os arcos AB e CD são incomensuráveiz, o arco a está contido m vêzes 

no arco AB, havendo um resto r, necessàriamente menor do que a; portanto, 


q e rm] e A Eee aa 


arco CD = na. arco CD = na 


De Ie H dedudimoss 














I 
l 
arco ÀB ma i arco AB É (m + Da 
arco CD na BN i arco CD - na 
I 
arco AB m I arco AB m-i 
arco CD > n a) l arco CD n (2) 
Combinado (1) e (2) (8 146), teremos: 
arco AB è ? A 1 
o CD (com êrro inferior a E por falta) 


Unamos todos “os pontos de divisão dos arcos AB e CD, aos respectivos 
centros. O Z N ficará dividido em n 4 iguais. E sendo a’ um dêstes É 
teremos: A ý 

N = na ; 
Quanto ao Z M, êste Z conterá m vêzes o Z a”, havendo um resto 7’, 


necessàriamente menor do que a’; portanto, raciocinando como fizemos em 
relação aos arcos, teremos 


m 
n 


= 





A E 1 
(com êrro inferior a g por falta) 


z>| 2> 


arco AB m è inferi 1 
arco CD a (com êrro inferior a = por falta) 


A 
AMB m 
CND 








Em resumo l 


1 
(com êrro inferior a Er por falta) 
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x n z k i 
Portanto, a razão aproximada, com êrro inferior a —, por falta, dos arcos 
E 
AB e CD, assim como dos Æ AMB e CND, é a mesma, isto é, ae 





A unidade para avaliar 4, a unidade que se apresenta em 
primeiro lugar, é o Z reto. ($84) A unidade para avaliar 
arcos deve ser um arco ; o arco tomado como unidade pode ser 
qualquer ; o décimo da O, o centésimo, o milésimo, ete.. Mas, 
se o Z central varia com o arco compreendido entre seus lados, 
e reciprocamente, surge desde logo esta questão : um Z central 
sendo reto, o arco compreendido entre seus lados que fração 
é da O? E’ o que vamos determinar. 


Em uma O qualquer (fig. 105) tracemos dois diâmetros s 
ABe CD. Formaremos assim 4 4 retos AOC, COB, BOD e 
DOA. fistes quatro 4 sendo retos, 
são iguais; e sendo centrais, os arcos 
compreendidos entre seus lados, isto 
é, os arcos AC, CB, BD e DA, são 
iguais. Nestas condições, um dêstes 
arcos, por exemplo, o arco AC, é a 
quarta parte da O, recebendo, por êste 
motivo, o nome de quadrante. E con- 
eluímos que um < sendo reto, o arco 
compreendido entre seus lados e tendo 
como centro o vértice dêste mesmo Z, 
é um quadrante. 

Quanto ao raio da O (fiz. 105) pode ser qualquer; é o que 
. a figura mostra claramente. Sejam AB e CD ou A'B’ e C'D”, 
os dois diâmetros s; os quatro & centrais são sempre iguais, 
e o arco A'C' é também um quadrante como o arco AC. 
` Fomando-se o Z reto como unidade para avaliar 4, é con- 
veniente tomar o quadrante para avaliar arcos. Esta conveniên- 
cia resulta do seguinte 





Fig. 105 


TEOREMA. Tomando o ângulo reto como unidade de 
ângulo, e o quadrante como unidade de arco, o número 
que mede um ângulo qualquer é igual ao número que 
mede o arco compreendido entre seus lados, tendo por 


centro o vértice dêste mesmo ângulo. 


em 


“Ta 


i 
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Consideremos o Z AOE. (fig. 105) De acôrdo com o teorema 
anterior, 


AÕE aro AE , AÕE 
AÔG arco AC 


arco AE 


um Z reto um quadrante 


O primeiro membro desta igualdade exprime quantas vêzes 
o < AOE contém a unidade de ângulo; é portanto um nú- 
mero. (884) O segundo membro da mesma igualdade exprime 


quantas vêzes o arco AE contém a unidade de arco; é também . 


um número. E êstes dois números são iguais. 


Observação. E" hábito dizermos: o Z A tem por medida o arco com- 
preendido enire seus lados. E” um êrro. Entretanto, esta expressão é admitida, 
desde que se compreenda bem o seu verdadeiro significado, a saber : o número 
que mede o Z A é igual ao número que mede o arco compreendido entre seus 
lados, quando a unidade angular é o Z reto, e a unidade de arco é o quadrante, 
ou, de um modo mais geral quando, tomando um ângulo central como uni- 
dade angular, a unidade de arco é o arco interceptado pelos lados dêste mesmo 
ângulo, na O cujo centro é o vértice do ângulo. 

Quando dizemos que o Z A tem 42º, não nos exprimimos bem.: Deve- 
ríamos dizer que o Z A é igual a 42/90 do -Z reto. E” o arco compreendido 
entre os lados do Z A que tem 42º Mas, desde que o número que mede o 


L, (Go do Z reto ) é igual ao número que mede o arco, (5 do quadrante) 
nós dizemos, indiferentemente, que o Z ou o arco tem 42º, 
De tudo o que dissemos neste parágrafo resulta : 





O ângulo central tem por medida o arco 
compreendido entre seus lados. 
—-«m 

148. O ângulo inscrito. Pelo ponto A, situado na O de 
centro O, tracemos duas secantes que cortem a mesma O respe- 








ctivamente nos pontos E e D; o Z EAD é chamado ângulo ins- .- 


crito. (fig. 105) Os 4 EAB, EAC, BAD, CAD são 4 inscritos. 
TEOREMA. O ângulo inscrito tem por medida a meta- 
de do arco compreendido entre seus lados. 
Na demonstração devemos considerar três casos distintos. 
1.º caso. Um dos lados do Z inscrito passa pelo centro da O. 


Consideremos o Z BAC, cujo lado AC passa pelo centro. 
Traçando o raio OB formaremos o A AQB, isósceles, porque 





apr gem e 














e CPR ERES E E AA 


240 Elementos de Matemática 





CA=0OB como raios de uma mesma 
O; donde leĝ, O Z2 BOC, sendo 
externo, em relação ao A AOB, resulta 
que BOC=1-+2. ($109, II) E sendo 
Tas 2, então É 
BÔC 

2 


Mas o Z BOC, sendo central, tem 
por medida o arco BC; logo o Z 2, 
sendo igual à metade do Z BOC, terá 
por medida a metade do arco BC. Se o árco BC tiver, por exem- 
plo, 48º, o Z 2 (BAC) terá 24º. (24 nonagésimos de um Z reto) 


2.º caso. O centro da O fica no interior do £. 

Consideremos o Z BAD. (fig. 106) Tracemos o diâmetro 
AC. De acôrdo com O 1.º caso, teremos: 
„arco BC -+ arco CD 


BOC=2x3 .º. 2 = 








Fig. 106 





BÃG t. p. m. “ BC) .. BÂC+CÂD) t pm t 
CÂD t. p. m. ame CD BÂD t. p. m. amo BD 


3.º caso. O centro da O fica no exterior do Z. 
Consideremos o Z BAE. Tracemos o diâmetro AC. De 
acôrdo com o 1.º caso, teremos : 





EÃC t. p. m. arco EO R E S E e a TO =a 29 
BÂC t. p. m. n BC BÃE $. p. m. e BE 


149. Segmento circular. Uma corda qualquer divide um 
círculo (superfície circular) em duas porções chamadas segmen- 
tos circulares. Portanto, segmento circular é a porção de círculo 
limitada por uma corda e pelo arco que ela subtende. A uma corda 
AB (fig. 107) correspondem sempre dois segmentos circulares, em 
geral desiguais. Se a corda é um diâmetro, os dois segmentos 


PRERESI 


| 
4 
È 
| 
j 
| 
| 
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são iguais; são semicírculos. Um Z está 
inscrito em um segmento, quando seu 
vértice está no arco do segmento e seus 
lados passam pelas extremidades da corda 
do segmento. Os 4 ACB, ADB e AEB 
estão inscritos em um mesmo segmento. 
Do teorema anterior ($ 148) resultam os 
seguintes corolários, cuja demonstração 
deixamos aos estudantes. ; 
I. Todos os 4 inscritos em um mes- Fig. 107 
mo segmento são iguais. 
II. Um Z inscrito em um semicírculo é reto. 
II. Todos os 4 inscritos em um segmento maior do que 
um semicírculo são agudos. 
IV. Todos os 4 inscritos em um segmento menor do que 
um semicírculo são obtusos. 
V. Uma corda divide um círculo em dois segmentos ; se 
inscrevermos um £ em cada um dêstes segmentos, os dois 4 
serão supls. no 





150. Angulo formado por uma tangente e uma corda. 

» Consideremos o Z ABC, formado pela 
tangente BC, e pela corda AB. Vamos 
demonstrar que êste Z tem por me- 
dida a metade do arco AB subtendido 
pela corda AB. Tracemos a corda AD Il 
BC. Então arco AB=arco BD ($140, pri- 


meiro corolário) e ABC = BAD. (alt.-int. for- 





arco BD ou £22 AB 
2 2 
bém terá por medida a metade do arco AB. 
Observação. Na demonstração dêste teorema, considera-se sempre o 
£ ABC porque, em relação a uma corda qualquer AB, o arco maior que ela 
subtende é sempre pôsto à margem. Entretanto, o Z ABE é também forma- 


do por uma tangente e por uma corda, tendo por medida a metade do arco 
ADB, como é fácil provar. 


Logo, Z ABC tam- 


Fig 108 


A 
mados pelas || AD e BC, etc..) Mas BAD t. p. m. 
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meme 


A 

151. Angulos formados por secantes e tangentes. Em 
uma O qualquer traçam-se duas cordas ou secantes AB e CD. 
(fig. 109) Formam-se quatro 4, o. p. v.; dois a dois. 

TEOREMA. O ângulo formado por duas cordas ou se- 
cantes que se cortam no interior de uma circunferência, 
tem por medida a metade do arco compreendido entre 
seus lados, mais a metade do arco compreendido entre 
os lados do ângulo que lhe é oposto pelo vértice. 

Considerando um dos quatro 4 cujo 
vértice é o ponto M, por exemplo o Z 
BMD, é necessário demonstrar que êste 
Z tem por medida a semissoma dos arcos 
BD e AC. 

Traçamos a corda AD, formando o 
A AMD. Em relação a êste A, o Z BMD 
é um Z externo; logo, 


Fig. 109 BMD = 1+2 (8109, 2.º corolário) 
arco AC A arco BD i ($151) 


e ii 2 f. p.m. 3 
A arco AC + arco BD 
Donde resulta que BMD t. p. m. tro AS t moo Ta, 


TEOREMA. O ângulo formado por duas secantes que 
se cortam em um ponto exterior a uma circunferência, 
tem por medida a semidiferença dos arcos que seus lados 
interceptam na mesma circunferência. 

Consideremos o Z A forma- 
do pelas secantes ABC e ADE ; 
vamos demonstrar que êste Z 
tem por medida a semidiferença 
dos arcos CE e BD. Traçamos 
a corda EB, formando o A EBA. 
Em relação a êste 4,0 Z1€ 


A -A A 
um Z externo; então 1 =2 + À 





Mas, i t. p. m.. 





Â ne 1-2. Fig. 110 
; arco CE 4 arco BD aaa) 


Mas, l t. p. m —— è 2t. pm, 2 





ig 
| 
| 
pe 
1 
| 
io 
t 
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arco CE — arco BD 
i 2 ' 
COROLÁRIO. O ângulo formado por uma tangente e 
uma secante qualquer tem por medida a semidiferença 
dos arcos que seus lados interceptam na mesma cir- 
cunferência. 


Donde resulta que À t. p- m 





Fig. 111 E' 


Consideremos o Z A; êste Z tem por medida a semidife- 
rença dos arcos BE e BD. Tracemos a corda EB, formando 
o A EBA. Em relação a êste A, o Z 1 é um Z externo; logo, 


aztán Anl 
a arco BE A 
Mes, 1 tpm. É ($150) e 2 tpm. arco 2D, (5 148) 
Toto; Â E arco BE — arco BD 


2 
Observação. O Z formado por duas tangentes A'B'Œ e A'D'E' 
uma mesma O (fig.111) t. p. m. a semidiferença dos arcos aiak Tie 


arco B'MD' — arco B'D' 
— z > como é fácil de demonstrar. 


| 152. Segmento capaz. Os 4 ACB, ADB e AEB (fig. 107) 
inscritos em um mesmo segmento, são iguais porque têm a mesma 
medida, isto é, a metade do arco AB. Se o Z ACB tem 48º, todos 
os 4 inscritos no mesmo segmento têm também 48º. Dizemos 
em Geometria que o segmento é capaz de um Z de 48º. 

Segmento capuz de um Z dado é um segmenio tal que todos 
os & nele inscritos são iguais ao Z dado. 

Existe sempre um segmento capaz de um Z dado, isto é, 
dado um £, podemos construir um segmento tal que os 4 nele 
inscritos sejam iguais ao ângulo dado. (8 158) 


entre seus lados, isto é, 





tar No RD RE nad 
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dera 


da O, veremos o segmento AB sob um < M, menor do que o 


Suponhamos um observador colocado no ponto C do arco à 
i < C, ou um Z N, maior do que o Z C. Portanto, 


ACB. (fig. 112) Se êle visar o ponto A e depois o ponto B, as duas 
visadas formarão um Z ACB que tem por 
N, medida a metade do arco AB. Dizemos 
e c em Geometria que o observador, colo- 
cado no ponto C, vê a corda AB ou o seg- 
mento reiilineo AB sob o Z ACB. 

Dado um segmento retilíneo AB, exis- 
tirá no plano onde está o segmento, um 
ponto de onde se veja o segmento AB sob 
um Z dado? E existirá apenas um pon- 
to ou muitos pontos? Neste último caso, 
onde estão êlês situados? Qual é o seu 
lugar geométrico ? 

Seja C um ponto de onde se vê o seg- 
c’ mento AB sob um Z dado ACB. Pelos 
; Fig. 112 pontos A, B e C façamos passar uma O. 

A corda AB divide esta O e o círculo em dois segmentos, e todos 
os £ inscritos no segmento maior são iguais ao Z ACB. Por- 
tanto, há uma infinidade de pontos de onde se vê o segmento 
AB sob um Z dado, e êstes pontos estão situados no arco ADCB. 
Procuremos fora dêste arco, pontos de onde se veja o segmento 
AB sob o Z ACB. Considerando o ponto exterior M, teremos : 





. O lugar geométrico dos pontos de onde se 
ve um segmento dado sob um Z dado, é um 
arco do qual o segmento dado é corda. 





' 
' 
' 





Construindo o arco simétrico do arco AEDCB, em relação à 
corda AB($ 116), isto é, o arco AD'C'B (fig. 112)e se nos colocarmos 
em qualquer ponto dêste arco, a corda 
AB será vista também sob o mesmo L 
ACB ou Z AC'B. Portanto, o lugar 
geométrico em questão se compõe, na 
realidade, de dois arcos simétricos em 

- relação ao segmento AB. (8158) 

153. O quadrilátero inscrito. Um 
quadrilátero ABCD está inscrito em 
uma O quando seus vértices estão si- 
tuados na O; então seus lados são „Fig. 113 
cordas da mesma O, ea O está circunscrita ao quadrilátero. 


: TEOREMA, Os ângulos opostos de um quadrilátero 
inscrito são suplementares. 





D' 





Ô t. p. m. arco AB H. f o quadrilátero ABCD está | m ÂO + S rolos 
g 2 : M z Ô inserito em uma O. ú B dis D = 3 patos 
A arco AB arco DE E qo r 
.p m —— - — s (8151) Ai arco BCD Loa 
Mt p. m 2 2 At p.m aca ooa Ê t. p. m. arco ADO 
i interior N, teremos : A l 
Considerando o ea interior e Es arco BAD = 5 pa 
ĉ t arco 2 » j * P.m, — a 
. P- m. 2 A A ) 
l PR > DR À + ê O I A A O 
A CD t. p. m. — + B4+Dt.v.m. — 
Ñ t. p m, 0 AB, o O (gas) nad 3 Poo gaia 
A +O = 2 retos. | B-D = 2retos. 


Donde se conclue que, seja qual for o ponto escolhido no 
arco AEDCB, veremos sempre o segmento AB sob um Z dado 
ACB, ao passo que, se nos colocarmos no exterior ou no interior 


nf D " A 
RECÍPROCA. Se os angulos opostos de um quadriláte- 
ro são suplementares, êste quadrilátero é inscritível. 


e 


E emma 
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A+G = 9 retos. T. f O quadrilátero ABCD 
H. È +D = 2 rotos t é inscritível. 


Pelos vértices A, B e C façamos passar uma O ABCMA. 

O Z D, sendo suplemento do Z B, tem por medida a metade do 

arco ABC. Então o vértice do Z D está situado no arco AMC 

porque é sômente neste arco que existem pontos de onde se vê a 

corda AC sob um Zque tenha por medida a metade do arco Sd 

ã o losango não podem ser inscritos em uma O; 

o ie aeae am A era krt a O retângulo, o trapézio simé- 
trico e o quadrado são inscritiveis, 

Observação. Para exercícios, vide E.M.T.A. do mesmo autor, série L. 
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154. Definições e métodos. Problema gráfico ou de cons- 
trução, é o problema no quai se pede a construção, o desenho 
de uma figura que satisfaça a certas e determinadas condições. 

As condições impostas pelo problema são chamadas dados, 
os quais consistem na grandeza e na posição dos elementos geo- 
métricos com os quais devemos resolver o problema proposto. 

A solução do problema é a figura obtida, e que satisfaz às 
condições impostas pelo mesmo problema. 

Nos problemas gráficos de Geometria Elementar, as linhas 
empregadas são a reta e a O; portanto, os instrumentos funda- 
mentais para a resolução dêstes problemas são a régua e o compasso. 

Quanto aos métodos empregados para resolver problemas 
gráficos, são apenas dois: o sintético e o analítico. 

Quando vemos imediatamente como resolver o problema, 
fazemos a construção e justificamos o resultado, isto é, provamos 
que ela está de acôrdo com as condições impostas pelo proble- 
ma ; êste é o metodo sintético. 


Quando não vemos de pronto como resolver o problema, 
imaginamo-lo resolvido, isto é, desenhamos uma figura mais ou 
menos nas condições que o problema lhe impõe; depois estu- 
damos esta figura, analisamo-la, para que possamos descobrir o 
caminho que nos permitirá resolver o problema ; êste é o mé- 
todo analítico. 


155. Traçado do hexágono regular inscrito. Um po- 
lígono ABCDEFA está inscrito em uma O quando seus vértices 
estão situados nesta O; então seus lados são cordas. Quanto à 
O, dizemos que ela é ou está circunscrita ao polígono. 

Vejamos como se constrói um hexágono regular inscrito. 
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Suponhamos o problema resolvido 
(8154, método analítico) e seja ABCDEFA 
um hexágono regular inscrito na O. 
Tracemos os raios OA e OB. Seo 
hexágono é regular, seus lados são 
iguais, a saber, AB=BC=CD=DE= 
=EF=FA. Donde resulta que os ar- 
cos AB, BC, CD, DE, EF e FA são 
iguais. (8136) Nestas condições, cada 
um dêstes arcos, por exemplo, o arco 
AB é um sexto da O, medindo, por- 
tanto, 60º, e o Z central AOB, tendo por medida o arco AB, 
(8147) é um Z de 60º. 

Isto pôsto, analisemos o A AOB. Sendo OA=0B como 


. raios de um mesmo círculo, o A AOB é isósceles, donde OÁB= 


=OBA. (894) Sendo a soma dos três 4 de um A igual a dois 
retos ou 180º, se o Z AOB tem 60º, os 4 OAB e OBA me- 
dem juntos 120º. Mas êstes dois 4 são iguais ; logo, cada um 
dêles mede 60º. Nestas condições, os três 4 do A são iguais, 
o A é equiângulo e, portanto, equildtero. (894, corolário) Donde 
resulta que OA=AB, isto é: Fo 
CEE asi asp edi a 
O lado de um hexágono regular inscrito 
em uma circunferência é igual ao ráio da mes- 


ma circunferência. 





CE mma B 


Fig. 114 


Construção. Para traçar um hexágono regular inscrito em 
uma O dada, é bastante inscrever nesta O cordas consecutivas 
iguais ao raio. 

Observação. Escolhemos êste problema para iniciar a série dos problemas 
gráficos, pelas suas numerosas aplicações. 

156. Traçado de perpendiculares. Problema I. Traçar 
a mediatriz de um segmento dado. 

fiste problema já foi resolvido. (891, 1.º exercício) Convém 
acrescentar que o raio AM igual ao raio BM, deve ser maior 
que a metade do segmento AB. Com efeito, para que as duas 
O se cortem, é necessário que AB < AM+-BM. (5143, 3.º posição) 





a a ma rm 
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Problema II. Traçar uma L a um segmento dado e que 
passe pelo centro do mesmo segmento. (891, 2.º exercício) 

Problema III. Dividir um segmento retilíneo em duas par- 
tes iguais. (891, 3.º exercício) 

Problema IV. Dividir um segmento retilíneo em 2, 4,8, 
16, 32, etc., partes iguais, isto é, em 2” partes iguais. 

Problema V. Traçar uma L a uma reta dada, por um 
ponto dado nesta mesma reta. ($91, 5.º exercício) 

Problema VI. Traçar uma L a uma reta dada, por um 
ponto dado fora da reta. 

Já foi resolvido. ($91, 7.º exercício) Convém acrescentar que, 
depois de traçado o arco MN (fig. 31) a mediatriz do segmento 
MN passará pelo ponto C. (8136, 4.º teorema, recíproca) 

Problema VII. Traçar uma | a uma semirreta AX, pelo 
ponto A. 

Primeiro processo. Traça-se a semirreta AY oposta à semir- 
reta AX. A” direita e à esquerda do ponto A tomam-se na reta 
XY dois segmentos iguais AB e AC. Em seguida, traça-se a 
mediatriz do segmento BC. l 


Segundo processo. Às vêzes não é possí- 
vel prolongar a semirreta AX. (fig. 115) Es- 
colhe-se um ponto qualquer M do plano e 
com o raio MA traça-se uma O que corte 
a semirreta AX num ponto B. Traça-se o 
diâmetro BC e liga-se o ponto C ao ponto A. 
A reta AC será L à semirreta AX. Com efeito, 
o Z À, inscrito em um semicírculo, é um Z 
reto; (8149, 2º corolário) donde AC L AX. 

Terceiro processo. Fazendo-se centro no ponto À e com um 
raio qualquer, traça-se a semicircunferência BY. (fig. 116) Com o 





Fig. 115 


Siusti mesmo raio AB inscrevem-se nesta 

a O as duas cordas consecutivas BC 

e a e CD. Então cada um dos arcos 

A mo BC e CD tem 60º. ($155) Se tra- 

ir * çarmos a mediatriz do segmento CD, 

i + esta passará pelo centro A, do arco 

x. B A y BCDY (8136, 4º teorema, recíproca) 
Fig. 116 e dividirá o arco CD em duas par- 


o ĉam mm m i l mm a a 
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tes iguais (3136, 4º teorema); donde arco CE=arco ED. Tra- 
cemos então a mediatriz MA, do segmento CD, e consideremos 
o Z MAX. Êste Z é central em relação à O BCDY. Logo, 
tem por medida o arco BE. (8147) Ora: 

arco BE = arco BC + arco CE 


arco BE = arco BC + aeo CO 


arco BE = 60º +30 = 90º... MA L AX 

Este processo é o mais rápido na prática; não é necessário 
traçar as cordas BC e CD; escolhe-se um raio qualquer AB, 
e depois: 

1.º tempo: traça-se o arco BY; 

2.º tempo: centrando em B, marca-se o ponto C; 

3.º tempo : centrando em C, marca-se o ponto D e traça-se 
um dos arcos que vai determinar o ponto-M ; 

4.º tempo: centrando em D, traça-se o segundo arco que 
vai determinar o ponto M. 

x 157. Construção de ân- 


n C >F gulos. Problema I. E' dado. 
o Z ABC e pede-se um Z igual. 
B 4 A E p Traça-se uma semirreta ED. 


M' Fazendo centro nos pontos B e 

Fig. 117 E, com o mesmo raio, traçam- 

se os arcos MN e M'X. Em se- 

guida, marca-se no arco M'X um ponto N’ tal que arco MN = 

arco M'N’. Unindo-se o ponto E ao ponto N’, o Z DEF será 
igual ao Z ABC. (8147, recíproca do 1.º teorema) 

Problema II. Traçar a bissetriz 
de um Z dado, ou dividir um Z dado B 
em duas partes iguais. 

Seja AOB (fig. 128) o Z dado. 
Fazendo centro no vértice do Ze com sv, É 
um raio qualquer, traça-se o arco MN. N 
Em seguida, traça-se a corda MN e Fig. 118 
uma L a esta corda e que passe pelo 
centro da mesma. Esta | passa pelo vértice do Z e divide a 
corda e o arco em duas partes iguais. (9136) Os 4 centrais 
MOC e NOC têm por medida os arcos MC e NC (8147); se 
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os dois arcos são iguais, os dois 4 são também iguais e OP 
é realmente a bissetriz do Z AOB. 


Na prática é inútil traçar o arco MN e a corda MN; é bastante marcar 
os pontos M e N de modo que OM =0ON e, depois, determinar um ponto P 
equidistante dos pontos M e N, 

Problema III. Dividir um Z dado em 2, 4, 8, 16, 32, 
etc., partes iguais, isto é, em 2" partes iguais. 

Observação. Demonstra-se que não é possível resolver o problema da 


trisecção de um qualquer, sômente com a régua e o compasso. Trisecção 
de um Æ significa divisão em três partes iguais. 


Problema IV. Construção de um Z de 90º, 60º, 30º, 15º, 
45º, 135º, 150º, ete.. 

Traça-se uma reta qualquer AB, 
e uma semirreta CD L AB; os £% 
ACD e BCD são retos e têm, portap- 
to, 90º cada um. 

Com centro em C e raio qualquer 
traça-se o arco MN. Fazendo centro 
no ponto M, e com o mesmo raio, deter- Fig. 119 
mina-se o ponto E. O arco ME tem 
60º ($158); portanto o Z central MCE tem 69º. 

Se quisermos construir um Z de 30º, traçaremos o arco 
MN. Fazendo centro no ponto N, e com o mesmo raio, determi- 
naremos o ponto F. Se o arco FN tem 60º, o arco MF tem 30º; 
logo, o Z central MCF tem 30º. 

Observação. Do exposto se deduz o processo para dividir um Z reto 
em três partes iguais; portanto, a trisecção de um ângulo reto pode ser feita 
facilmente com a régua e o compasso. 

Traçando a bissetriz de um Z de 30º, cada uma das me- 
tades será um Z de 15º. 

Se quisermos traçar um Z de 45º, é bastante traçar um 
Z reto BCD e, em seguida, dividí-lo em duas partes iguais. 
Se traçarmos, depois, a bissetriz 
de uma destas metades, teremos 
um Z de 22°30. 

Problema V. Dados dois 4 
de um A, construir o terceiro. 

Sejam A e Bos dois 4 da- 
Fig. 120 dos. Numa reta XY, escolhe-se 
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um ponto qualquer, O. Tomando-se OY como lado e O como 
vértice, constrói-seo Z MOY = Z A. Tomando-se OM como lado 
e o mesmo vértice O, constrói-se Z MON = Z B. Logo, o Z 


C é o terceiro Z do A porque A+B+Ô=2 retos. (886, 1.º co- 
rolário; 8109) 


158. Construção do segmento capaz de um ângulo dado. 
Problema I. Construir um segmento capaz de um Z dado. 
Seja A o Z dado. Constróise Z M=Z A. Cortam-se os la- 

í dos do Z M por uma transversal 
A qualquer BC, e faz-se passar 

uma O pelos pontos M,B eC. 

À O < M tem por medida a 


metade do arco BC, e todos os 
& inscritos no segmento BMC 


são iguais ao Z M ; sendo M=Â, 
o segmento BMC é o segmento 
capaz do Z A. i 

Entretanto, êste problema é indeterminado; desde que a 
transversal BC pode ocupar uma posição qualquer, conclue-se 
que o problema tem uma infinidade de soluções. 

Problema II. Construir o seg- 
mento capaz de um Z dado, tendo. 
por corda um segmento retilíneo dado, 
em grandeza e posição. Seja BC o 
segmento dado e A o Z dado. Su- 
ponhamos o problema resolvido e 
sejá BMC o segmento pedido, isto é, 
capaz do < A, (8152) 

Tudo consiste em determinar 
o centro do arco BMC. Sends 
BC uma corda dêste arco, o centro 
está situado na L EF à corda BC, traçada pelo centro 
desta mesma corda. (8126, recíproca do 4.º teorema) 

Tracemos pelo ponto C a tangente CD; o Z BCD terá 
por medida a metade do arco BC ($159), e será então igual ao 
Z M e, portanto, ao Z A. E sendo CD tangente à O no pon- 
to ©, se traçarmos CH L CD, esta 1 passará pelo centro 


Fig. 121 





Fig. 122 
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do arco BMC. (8139) Logo, o centro dêste arco, devendo estar 
situado nas semirretas EF e CH, é o ponto de intersecção das 
mesmas, isto é, o ponto O. 

Construção. Tomando BC como lado e o ponto C como 


vértice, constró-se BCD=A. Pelo meio de BC traça-se EF 
L BC, e pelo ponto Ctraça-se CH L CD. Fazendo centro no pon- 
to O e com o raio OB traça-se uma O. O arco BMC desta O é o 
arco de segmento capaz do Z A; êste arco e o seu simétrico 
em relação ao segmento BC, constituem o lugar geométrico dos 
pontos de onde se vê ò segmento BC sob um ângulo dado A. (§ 152) 

159. Construção de triângulos. Problema I. Construir 


um A, dados os três lados. R 
Observação. No caso presente supõe-se que os três lados não são dados 
pelos seus valores numéricos, isto é, pelos seus comprimentos; são dados 
pelos seus valores geométricos, isto é, são três segmentos retilíneos não me- 
didos aos quais chamaremos a, b'e c. Lembremos que o problema é impossível 
se tivermos um lado qualquer, por exemplo, a > b+c ou a < b-c. (895) 
Sejam a, b e c os três lados dados. a 


- Traçamos um segmento BC=a. E” ne- b 





cessário agora determinar a posição do c 
vértice A. Se a distância do vértice B 
ao vértice A é o segmento c, fazemos 
centro no vértice B e, com um raio igual 
ao segmento c, traçamos uma O. ($133) 
Se a distância do vértice C ao vértice A 
é o segmento b, fazemos centro no vértice 
C e com um raio igual ao segmento b, Fig 123 
traçamos uma segunda O. O vértice A 
- é o ponto de intersecção das duas O, e o 
EEN er A pedido é o A ABC. 
4 Problema II. Construir um A, dados 
B` c Pad um lado e os dois 4 adjacentes a êste lado. 
É Seja a o lado dado e, Be C, os 4 dados. 
Traça-se um segmento BC=a; em seguida, 
tomando BC como lado e os pontos Be C 
como vértices, traçam-se dois 4 que sejam 
iguais, respectivamente, aos 4 dados Be C. 
B L C Os lados BA e CA destes dois 4 se encontram 
Fig. 124 em um ponto A, e o A pedido é o A ABC. 





4 
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Observação. O problema é possível quando B+Ê < 2 retos. 
(axioma n.º 11 de Euclides; $109) 

Problema III. Construir um A, dados dois lados eo Z 
por êles formado. 

Sejam a e b os lados dados e C, o Z dado. 
Constróise um Z igual ao Z dado C. Em 
um dos lados dêste Z determina-se um seg- 
mento CB igual ao lado dado a; no outro 
lado do Z C determina-se um segmento 
CA igual ao lado dado b; liga-se o ponto 
À ao ponto Be o A pedido é o A ABC. 

160. Traçado de paralelas. Problema, 
Por um punto dado fora de uma reta, tra- 
çar uma || a esta reta. 

Primeiro processo. Já foi explicado. ($102, corolário) 





Segundo processo. Seja AB a reta dada c D 
e C o ponto dado. (fig. 126) Fazendo centro 
em um:ponto qualquer O da reta AB e com ; 
um raio igual a OC, traça-se uma semicir- — 5 o 


cunferência ACB. Em seguida, determina-se o 
ponto D, de modo que arco BD=arco AC, e 
liga-se o ponto C ao ponto D. As retas AB e CD são |l. (8140) 
Terceiro processo. Seja AB a reta dada e C o ponto dado. 
(fig. 127) Fazendo centro em C e com um raio qualquer CD, 
traça-se o arco DX; fazendo centro em D e com o mesmo raio 
CD, traça-se o arco CE ; determina- 
se o ponto F, de modo que arco 
CE = arco DF; liga-se o ponto © 
so ponto F. As retas AB e CF são 
il. Para prová-lo, liga-se o ponto 
C so ponto D. Formam-se assim 
D. os 4 le 2. fistes dois 4 são iguais 
Fig. 127 (§147, 1.º teorema); são alt.-int. for- 
mados pelas retas AB e CF, cortadas 
pela transversal CD; se êles, os 4 1 e 2, são iguais, elas, as 
retas AB e CF são |. (8193, 1.º recíproca) 
161. Construção de quadriláteros. Problema I. Cons- 
truir um Æ, dados dois lados consecutivos e o Z por êles formado. 


Fig. 126 
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Sejam m e n os lados dados e À, o Z por êles formado. 
(fig. 128) Constrói-se um Z BAD no qual AB=m e AD=n, 
Vejamos agora como se determina o quarto vértice do O, 
isto é, o vértice C. A distância do vér- 
tice C ao vértice D é igual a AB 
(§112); portanto, o vértice C está si- 
tuado em uma O de centro D e raio AB. 

A distância do vértice © ao vértice B A 

é igual a AD; logo, o vértice C está 
situado em uma O de centro B e 
raio AD. Nestas condições, o vértice 
C está situado na intersecção das duas 
O. Determinada a posição do vértice 
C, liga-se êste ponto aos pontos B e Fig. 128 

D e ter-se-á o Æ pedido. 

Problema II. Construir um retângulo, dados dois lados 
consecutivos, isto é, o comprimento e a largura. 

Problema III. Construir um losango, sendo dados o lado 
e um dos 4. 

Problema IV. Construir um quadrado, dado o lado. 

“Problema V. Construir um quadrado, dada a diagonal. 

Traça-se um Z reto MAN e a bissetriz AX dêste mesmo 
Z. Na bissetriz AX toma-se um segmento AC igual à diago- 
nal dada. Pelo ponto C traçam-se as retas CB e CD, respectiva- 
mente k aos lados AM e AN; ABCD será o quadrado pedido. 

162. Traçado de tangentes. 
Problema I. Por um ponto dado 
em uma O, traçar uma tangente à 
mesma O. 

Seja A o ponto dado na O. 
(fig 129.) E” bastante traçar a reta 
AB L ao raio OA. A reta AB 
será tangente à O. (8139) 

Problema II. Traçar uma 
tangente a uma O dada, e ll a 
uma reta dada. 

Seja AB a reta dada. (fig.129) 
Fig. 129 Pelo centro da O traça-se EOC L 


m 
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AB. A reta EOC corta a O pos pontos E e D. Pelos pontos 
E e D traçam-se MN e M'N’ 5 ED; estas duas $ serão tan- 
gentes à O ($139) e serão Il à AB. ($102) 

Problema III. Traçar uma tangente a uma O dada e L 
a uma reta dada. 

Seja GF a reta dada. (fig. 129) 'Traça-se o diâmetro RS, 
paralelo à reta dada. Pelos pontos Re Straçam-se RPe SP’ b RS; 
estas duas k à RS serão também k à FG (8102, 3.0 corolário do pos- 
tulado de Euclides), e serão tangentes à O. (8142) 

Problema IV. Por um ponto dado fora de uma O, traçar 
uma tangente à mesma O. (fig. 130) 

Seja O o centro da O dada e A o ponto dado. Une-se 
o ponto A ao centro da O e sôbre AO como diâmetro traça- 
se uma O auxiliar, a qual corta a O dada nos pontos B e ©. 
` Une-se o ponto À sos pontos Be C. 
As retas AB e AC são tangentes à O 
de centro O. Para prová-lo, traçam- 
se os raios OB e OC. Os 4 ABO e ACO 
são retos. (8149, 2.º corolário) Logo, AB 
e AC são respectivamente . aos raios 





AB e AC são tangentes à O de centro 
a O, nos pontos B e C. ($139) 

E’ fácil provar que as tangentes AB e AC são iguais, e 
formam 4 iguais com o segmento AO. 

Problema V. Circunscrever uma O a um A dado. 

Circunscrever uma O a um A dado é traçar uma O que 
passe pelos três vértices do A. fiste se diz inscrito na O que, 
por sua vez, se diz circunscrita ao A. Para resolver êste pro- 
blema é bastante determinar o ponto de concurso das media- 
trizes do A ($121) e, em seguida, fazendo centro no ponto P 
- (fig. 78) e, com o raio PA, traçar uma O que passará também 
pelos pontos Be C. 

Problema VI. Inscrever uma O em um A dado. 

Uma O está inscrita em um A, quando os lados do A são 
tangentes à O. Para resolver o problema proposto, determina- 
se o ponto de concurso das bissetrizes do A ($123) e, em sge- 
guida, fazendo centro no ponto P (fig. 70) e com o raio PD, 


OB e OC nas suas extremidades. Então. 
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. traça-se uma O que passará pelos pontos D’ e D” porque PD = 


=PD'=PD”. stes três segmentos sendo $ aos lados do A, 
e sendo raios da O traçada, os lados do A são tangentes à O. 
A O está inscrita no A e êste está circunscrito à O. 

Observação. Para exercícios, vide E.M.T.A. do mesmo autor, série LI. 

163. Igualdade de figuras planas. No S$97 apresen- 
támos a teoria da igualdade dos A, de acôrdo com a grande 
maioria dos autores clássicos. Entretanto, o assunto merece 
algumas considerações que vamos expor nesta nota. 

Duas figuras planas são iguais quando podem ser superpostas, 

de modo que todos os pontos de uma coincidam com todos os pontos 
da outra. (Por esta definição deve entender-se que cada ponto A de uma 
delas coincide com um ponto A’ da outra, e reciprocamente). 
Quando duas figuras planas e iguais, F e F’, estão situadas 
em um mesmo plano, a superposição delas se pode fazer de dois 
modos diferentes ; ou fazendo a figura F” deslizar sobre o plano, 
sem sair dele, até coincidir com a figura F; ou fazer a figura F’ 
sair do plano comum às duas figuras, girar no espaço, e voltar 
de novo åo mesmo plano, isto é, fazendo o que se chama um 
rebatimento da figura F' e, finalmente, levar esta mesma figura F’ 
a coincidir, deslizando sobre o plano, com a figura F. 


RÉ Sa B ' 


Fig. 133 


A 


Os dois casos são essencialmente distintos. Consideremos, 
por exemplo, os dois A iguais ABC e A'B'C” (fig. 131); fazendo 
o A A'B'C' deslizar sôbre o plano, faremos os vértices A’, B'e 
C” coincidir, respectivamente, com os vértices A, Be Œ. Entre- 
tanto, isto não é possível com os A ABC e A'B'C' (fig. 132); 
os dois A sendo iguais, coincidirão sômente se efetuarmos o 
rebatimento de um dêles. Com efeito, podemos fazer A'B’ coincidir 
com AB (fig. 132) mas, se não efetuarmos o rebatimento de um 
dos 4, os pontos Ce C’ não coineidirão, ficando de um e do outro 
lado de A'B' (que está coincidindo com o seu igual AB). 
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Percorramos os contornos dos A ABC e A'B'C” (fig. 141) 
partindo dos pontos A e A”, e de acôrdo com a ordem alfabética 
(A, B, C, A); veremos que os dois percursos são realizados no 

“mesmo sentido, isto é, no sentido 'contrário ao do movimento dos 
ponteiros de um relógio. Se, partindo dos pontos À e A”, fizermos 
os mesmos percursos, contrariando a ordem alfabética (A, C, B, A) 
os dois percursos ainda serão realizados no mesmo sentido, isto 
é, no sentido do movimento dos ponteiros de um relógio. E di- 


remos que os A ABC e A'B'C” (fig. 131) são do mesmo sentido. 


r 


B 
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Fig. 132 


Entretanto, já não acontece o mesmo com os & ABC e 
A'B'C' (fig. 132). Executando os mesmos movimentos realizados 
com os A ABC e A'B'C' (fig. 131) verificaremos facilmente 
que êstes movimentos são de sentidos contrários. E diremos que 
os A ABC e A'B'C' (fig. 132) são de sentidos opostos. 

No primeiro caso (fig. 131) a igualdade dos dois A é direta; 
no segundo caso (fig. 132) é inversa. 

De um modo geral, quando a igualdade de duas figuras 
planas, e situadas no mesmo plano, é direta, a coincidência de 
ambas se realiza fazendo uma delas deslizar no plano ; se a igual- 
dade é inversa, é necessário o rebatimento de uma das figuras, 
para que se realize a coincidência das duas. 

Há, por exceção, figuras planas iguais, cuja igualdade é in- 
diferentemente direta ou.inversa: dois A isósceles iguais, duas O 
com os raios iguais, etc.. 
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